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PREFACIO 


La presente obra es la primera versión al idioma español y le 
sirve de base la séptima edición en ruso. 

En esta versión el autor introdujo una serie de suplementos 
y modificaciones que contribuyen a la mejor asimilación del curso. 

Todo el curso está dividido en dos tomos: el primero incluye los 
capítulos I-XII; el segundo, XIII-XIX. 

Los dos primeros capítulos del tomo I, «Número, Variable, 
Función» y «Límite, Continuidad de la función», están escritos en la 
forma más breve posible. Algunos problemas que habitualmente 
se analizan en relación con estas nociones, en el curso dado, sin 
perjudicar su comprensión, se examinan en capítulos posteriores. 
Esto da la oportunidad de pasar, cuanto antes posible, al estudio 
de la noción principal de cálculo diferencial, la derivada, lo que 
requieren otras asignaturas de la enseñanza superior (la experiencia 
pedagógica del autor dicta esta distribución del material). 

Con el fin de facilitar a los estudiantes la obtención^de los cono- 
cimientos matemáticos necesarios para el estudio de las disciplinas 
relacionadas con las máquinas calculadoras y sistemas automáticos 
(que se estudian actualmente en los centros de enseñanza técnica 
superior), en el segundo tomo están detalladamente expuestos 
los siguientes temas: «Integración numérica de las ecuaciones dife- 
renciales y de los sistemes de ecuaciones diferenciales», «Integración 
de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales», «Noción de la 
teoría de la estabilidad de Liapunov», «Operador de Hamilton», 
«Integral de Fourier», et;. 

En particular, se ha aumentado el número de problemas que 
se dan junto con sus soluciones; también se introdujeron varios 
problemas de elevada dilicultad cuya solución requiere el conoci- 
miento más profundo sobre la materia. Los problemas y ejemplos, 
como también sus soluciones, están elegidos para cada tema de tal 
forma que contribuyan a la mejor comprensión del curso, circuns- 
tancia que además hace ú libro más cómodo para aquellas per- 
sonas que quieren estudiar las matemáticas individualmente y, en 
particular, para los estudiantes por correspondencia. 

En conclusión, expres» mi profunda gratitud a la Editorial 
Mir por la traducción y publicación de esta mi obra. 


N, PISKUNOV 
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CAPITULO I 

NUMERO. VARIABLE. FUNCION 


§ 1. NUMEROS REALES. REPRESENTACION 
DE NUMEROS REALES POR MEDIO DE PUNTOS 
EN EL EJE NUMERICO 


Uno de los conceptos fundamentales de las matemáticas es el 
número. El concepto de número surgió en la antigüedad, amplián- 
dose y generalizándose con el tiempo. 

Los números enteros y fraccionarios, tanto positivos como nega- 
tivos, así como el número cero, se llaman números racionales. El 

número racional puede expresarse como la razón de dos números 

enteros p y q. Por ejemploi 




En particular, el número entero p se puede considerar como la 
razón de dos números enteros , por ejemplo: 


fí 6 . o 0 

6 = T’ 0 = t- 


Los números racionales pueden representarse por fracciones 
periódicas finitas o por indefinidas. Los números en forma de frac- 
ciones decimales indefinidas no periódicas, se denominan números 
irracionales \ por ejemplo, \f 2, ]^3, 5 — ]/2, etc. Vi 7 ¡L 

La reunión de los números racionales e irracionales se denomina 
conjunto de números reales. Estos se ordenan según su magnitud, 
es decir, que para cualquier par de números reales x e y existe una 
correlación, y sólo una, de las siguientes: 

xCy, x = y, x>y. 

Los números reales se pueden expresar por medio de puntos en 
el eje numérico. Se llama eje numérico a una recta infinita en la cual 
están determinados: u . j, / ^ 
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— un punto O que se denomina origen; 

— una dirección positiva que se indica con una flecha; 

— una escala para medir longitudes. 

En general dispondremos el eje numérico en posición horizontal, 
considerando positiva la dirección hacia la derecha del punto Ó 
(origen). 

Si el número x x es positivo, se representa por el punto M t . Este 
se situará a la derecha del punto O a una distancia OM t = x t ; si el 
número x 2 es negativo, estará representado por el punto M 2 . Este 
estará situado a la izquierda del punto O, a una distancia OM 2 = — x 2 
(fig. 1). El punto O representa el número cero. Es evidente que cada 


M, 




0 


-i M- 


fii 


- 2-1 12 3 


Fig. 1. 


número real está representado por un punto en el eje numérico. Dos¡ 
números reales diferentes están representados en el eje por dos puntos 
distintos. Es decir, cada punto del eje numérico representa un solo 

número real, ya sea racional o irracional. J 

Así pues, entre todos los números reales y puntos del eje numérico 
existe una correspondencia biunívoca: a cada número le corresponde 
/ un solo punto que lo representa en el eje numérico,^ recíprocamente, 
i a cada punto corresponde un sólo número. Entonces, «número x » 
y «punto x» son sinónimos y así los utilizaremos en este manual. 
f Aceptemos, sin demostración, esta importante propiedad del 
i conjunto de números reales: entre dos números reales arbitrarios siem- 
l pre se pueden hallar números , tanto racionales como irracionales. En 
^lenguaje geométrico esta propiedad se enunciará así: entre dos puntos 
arbitrarios del eje numérico siempre podrán situarse puntos , tanto 
racionales como irracionales. 

Gomo conclusión, enunciaremos el siguiente teorema que nos 
servirá, en algún sentido, de «puente entre la teoría y la práctica»: 


Teorema. Todo número irracional a se puede expresar con cual- 
quier grado de precisión por medio de números racionales. 

En efecto, siendo el número irracional a > 0, calculemos a con 
1 / 1 1 

un error no mayor de — I por ejemplo, de ^ , etc. 

Cualquiera que sea el número a, está comprendido entre dos 
números enteros consecutivos N y N -f- 1. Dividamos el segmento 
comprendido entre N y N + 1 en n partes, entonces el número a 

resultará comprendido entre los números racionales N + — y 


Valor absoluto del número real 
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JTl - 4 - 1 1 

. N + . Dado que la diferencia entre estos números es — , cada 

v n n 

j uno de ellos expresa a con un grado de precisión predeterminado: 
\ el primero por defecto, y el segundo por exceso. 

1 — ^ / 

Ejemplo: El número irracional y 2 se expresa por medio de números racio 
nales: 

1 


1,4 y 1,5: con un error no mayor de 


10 ’ 


1,41, y 1,42: con error no mayor de 

1UU 

1,414 y 1,415: con un error no mayor de 


1000 


etc. 


/ § 2. VALOR ABSOLUTO DEL NUMERO REAL 

Introduzcamos el concepto de valor absoluto, del número real. 
Este concepto es imprescindible para continuar adelante. 

Definición. Un número real no negativo, que satisface las condi- 
ciones: 

| x | = x, si x 0; 

| x | = — x, si x < 0. Í-H.x: 


se llama valor absoluto (o módulo) de un número real x (su notación 
es | x |). 

Ejemplos: |2|=2; | — 5| = 5; 1 0 1 = 0. 


De la definición se deduce que para cualquier número x se verifica 
la correlación x ^ | x, |. * i~ 

Examinemos algunas propiedades de los valores absolutos. 

1. El valor absoluto de la suma algebraica de varios números reales 
no es mayor que la suma de los valores absolutos de los sumandos *- 

l* + y|<l*l+|y|. 

Demostración. Sea x + y ^ 0. Entonces: 

|* + í/Í = :r+i/<l*l + \ y \ (ya que x < | x \ e y < | y |). 

Supongamos ahora que x + y < 0. Entonces: 

\ x + y \ = — (x + y) = (— x ) + (—y) < ¡ x | + | y |, 
como se trataba de demostrar. 

Esta demostración se p rede generalizar fácilmente para cual- 
quier número de sumandos. 


Ejemplos: 

|— 2 + 3 | <1 — 2| + 1 3 1=24-3 = 5 ó 1 < 5; 
| — 3 — 5 | = | — 3 1 + 1 — 5 | =3 + 5 = 8 u 8 = 8. 



Número. Variable. Función 



( 



2. El valor absoluto de la diferencia de dos números no es menor 
que la diferencia de los valores absolutos del minuendo y sustraendo : 

I * — y I >1 * I — I y |. 

Demostración. Supongamos que x — y = z. Entonces x = y + z, 
y según lo demostrado anteriormente, se tiene: 

1*1 = I y + z l < I y I + 1*1= I y I + I * — y |, 
de donde: 

I * I — I y K I * — y l 

como se trataba de demostrar. 

3. El valor absoluto del producto es igual al producto de los valores 
absolutos de los factores: 

\xyz\ = \x\\y\\z\. 

4. El valor absoluto del cociente es igual al cociente de dividir el 
valor absoluto del dividendo por el del divisor: 

x | x | 

~y = íírr* 

Las dos últimas propiedades provienen directamente de la defi- 
nición de valor absoluto. 



f lí , t , vrA § 3. MAGNITUDES VARIABLES Y CONSTANTES 

Al medir magnitudes físicas: tiempo, longitud, área, volumen, 
masa, velocidad, presión, temperatura, etc., se obtienen sus valores 
numéricos. Las matemáticas tratan del estudio de las magnitudes, 
haciendo abstracción de su contenido concreto. Es por ello que, al 
hablar de magnitudes, tendremos en cuenta, en lo sucesivo, sus 
valores numéricos. Hay fenómenos en que algunas magnitudes van 
cambiando, es decir, alteran su valor numérico y otras lo mantienen 
constante. Por ejemplo, en el movimiento uniforme de un punto 
varían el tiempo y la distancia, mientras que la velocidad permanece 
constante. 

Magnitud variable , o simplemente variable, es la que puede 
adquirir distintos valores numéricos. La magnitud, cuyo valor 
numérico no se altera, se denomina constante. En adelante, las 
variables se designarán con las letras, x, y, z, u . . ., etc., y las 
magnitudes constantes con las letras a, b, c . . ., etc. 



Observación. En matemáticas, la constante se considera con fre- 
cuencia como un caso particular de una magnitud variable cuyos 
valores numéricos son todos iguales. 



Campo de variación de la magnitud variable 
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Conviene tener en cuenta que, en condiciones físicas concretas, 
una misma magnitud puede ser constante en un fenómeno y variable 
en otro. Por ejemplo, la velocidad en el movimiento uniforme es una 
magnitud constante y en el movimiento uniformemente acelerado, 
una magnitud variable. 

Las magnitudes cuyo valor numérico permanece invariable en 
cualquier fenómeno se denominan constantes absolutas. Por ejemplo, 
la razón de la longitud de la circunferencia y su diámetro es una 
magnitud constante, llamada n « 3,14159. 

Más adelante veremos que el concepto de variable es fundamental 
en el cálculo diferencial e integral. Federico Engels escribe en «Dia- 
léctica de la naturaleza»: «El punto de viraje de las matemáticas 
fue la magnitud variable de Descartes. Esto introdujo en las matemá- 
ticas el movimiento y, con él, la dialéctica y también, por tanto, 
y necesariamente , el cálculo diferencial e integral». 

§ 4. CAMPO DE VARIACION DE LA MAGNITUD VARIABLE 

Una magnitud variable puede tomar diversos valores numéricos. 
Según el problema que se considere, el conjunto de estos valores 
puede ser también diferente. Por ejemplo, la temperatura del agua, 
al calentarla en condiciones normales, variará desde 15-18° G hasta 



Fig. 2. 


el punto de ebullición; es decir, hasta 100° G. La variable x — eos a 
puede tomar todos los valores comprendidos entre — 1 y -f- 1 . 

Los valores de una magnitud variable se representan geométrica- 
mente por medio de puntos en el eje numérico. Por ejemplo, los 
valores de la variable x — eos a son representados por un conjunto 
de puntos del segmento en el eje numérico, desde — 1 hasta -f-1, 
incluyendo estos puntos, para todos los valores de a (fig. 2). 

Definición. El conjunto de todos los valores numéricos de la 
magnitud variable se denomina campo de variación de la variable. 

Determinemos los siguientes campos de variación de la variable 
que con frecuencia aparecerán más adelante. 
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Recibe el nombre de intervalo el conjunto de todos los valores 
numéricos de x comprendidos entre dos números dados a y b (a < ó), 
a excepción de los extremos, es decir, a y b no entran en el conjunto 
analizado de números. La notación del intervalo es: (a, b) o, median- 
te las desigualdades, a < x < b. 

El conjunto de todos los valores numéricos de x comprendidos 
entre los números dados a y ¿, incluidos estos, es decir, a y b que 
entran en el conjunto analizado se llama segmento. La notación del 
segmento es: [a, ó], o, mediante las desigualdades, a <1 x ^ b. 
A veces el segmento recibe el nombre de intervalo cerrado. 

En el caso de que uno de los números, a o ó (a, por ejemplo), 
se una al intervalo, y el otro no, se obtiene un intervalo semicerrado , 
que puede ser expresado por las desigualdades a ^ x < b y cuya 
notación esta, ó). Si se une al intervalo el número ó, excluyéndose a, 
se obtiene el intervalo semicerrado (a, ó], que puede expresarse 
por medio de las desigualdades 

a < x <1 b. 

Si la variable x adquiere todos los valores posibles, mayores que 
a, el intervalo se representa por (a, + °°) y se determina por las 
desigualdades convencionales 

a < x <L +°°. 

De esta misma manera se determinan los intervalos infinitos 
y los infinitos semicerrados, que son dados por 'las desigualdades 
convencionales: 

a x <i +oo; — oo <z<c; — oo <C x c; — oo < x < -f oo. 

Ejemplo: El campo de variación de la variable x — eos a, para cualesquiera 
valores de a, es un segmento [ — 1, 1] que se determina por las desigualdades 
— 1 < x < 1. 

Las definiciones arriba citadas pueden formularse también uti- 
lizando el concepto «punto» en lugar del concepto «número». Por 
ejemplo: 

El conjunto de todos los puntos x comprendidos entre los puntos 
dados a y b (< extremos del segmento ), cuando estos pertenecen al 
conjunto considerado, se llama segmento. 



e e 


Fig. 3. 

El intervalo arbitrario (a, b) que contiene un punto dado x 0 , 
es decir, el intervalo (a, b) cuyos extremos satisfacen la condición 
a <Z x 0 <; 6, se denomina vecindad de este punto. Con frecuencia 
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ocurre que el intervalo (a, b) es considerado como vecindad (a, b) 
del punto x 0 en que x 0 es el centro. En este caso, el punto x 0 recibe 

radio de la vecindad. La fig. 3 representa la vecindad ( x Q — e, x e) 
del punto x 0 , cuyo radio es e. 

f 

/ 

/ § 5. VARIABLE ORDENADA. 

VARIABLES CRECIENTES Y DECRECIENTES. 

VARIABLE ACOTADA 

Por convención, una variable x es ordenada , si se conoce su campo 
de variación y se puede precisar para cada par de sus valores, cuál 
de ellos es anterior y cuál posterior. Aquí, los conceptos «anterior» 
y «posterior» no se hallan relacionados con el tiempo, sirviendo sólo 
como el método de ordenación de los valores de la variable, es decir, 
el establecimiento de un cierto orden para los valores correspon- 
dientes de esta variable. 

La sucesión numérica x*, x 2 , x 3 , . . ., x h . . ., puede conside- 
rarse como caso particular de una variable ordenada, donde, siendo 
k' < k, el valor x k - es anterior y el valor x h posterior, sin dar impor- 
tancia cuál de estos dos valores sea mayor. 

Definición 1. La variable se denomina creciente, si cada su valor 
posterior es mayor que el anterior. Por el contrario, si- cada valor 
posterior es menor que el anterior, la variable se denomina decre- 
ciente. 

Las variables crecientes y decrecientes reciben el nombre de 
monótonas. 

Ejemplo: Al duplicar el número de lados de un polígono regular inscrito 
en un círculo, el área s de este polígono es una variable creciente. Si duplicamos 
el número de lados de un polígono regular circunscrito alrededor de un círculo, 
su área es una variable decreciente. Obsérvese que no toda variable ha de ser 
forzosamente creciente o decreciente. Por ejemplo, la variable x = sen a 
no es monótona, siendo a una magnitud creciente en el segmento [0,2itJ. Esta 
crec.e, al principio, de 0 a 1 y disminuye después de 1 a — 1, para luego 
crecer de nuevo de —1 a 0. 

Definición 2. La variable x se denomina magnitud acotada , si 
existe un número constante M > 0 tal que, a partir de cierto valor, 
todos los posteriores satisfagan la condición. 

— M ¿C x ^. M, es decir, \ x \ ^ M. 

Es decir, una variable se llama acotada, si se puede indicar un 
segmento [ — M, M] tal que, a partir de cierto valor de la misma, 
todos sus valores posteriores pertenezcan al segmento indicado. 
Sin embargo, no hay que pensar que la variable tome necesariamente 
todos los valores del segmento [— M, M]. Por ejemplo, una variable 
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r* *• ■■ • 


i 



í: 


que toma diferentes valores racionales en el segmento [ — 2, 2], 
es acotada. Sin embargo, ésta no toma en este segmento valores 
irracionales. 

§ 6. FUNCION 

Al estudiar diversos fenómenos de la naturaleza y resolver pro- 
blemas técnicos, y, por consiguiente, matemáticos, surge la necesidad 
de examinar la variación de una magnitud en dependencia de la 
variación de otra. Por ejemplo, al estudiar el movimiento, el espacio 
recorrido se considera como una variable que cambia en dependencia 
de la variación del tiempo. De este modo el espacio recorrido es 
junción del tiempo. 

Veamos otro ejemplo. Es sabido que el área de un círculo se 
expresa por: Q = tíR 2 . Si el radio R toma diversos valores numéri- 
cos, el área Q tomará también valores diferentes. Como vemos, la 
variación de una magnitud causa la variación de la otra. En el 
ejemplo citado, el área Q es función del radio R. Establezcamos el 
concepto «función». 

Definición 1. Si a cada valor de la variable x , perteneciente 
a cierto campo, le corresponde un sólo valor determinado de otra 
variable y, entonces ésta será función de x , y podemos escribir 
simbólicamente: 

y = / (*), y = q> (*), etc. 

La variable x se denomina variable independiente o argumento. 
La dependencia que existe entre las variables x e y se llama fun- 
cional. La letra «/» que entra en la notación simbólica de una depen- 
dencia funcional y = f (x) significa que han de realizarse ciertas 
operaciones con el valor x para obtener el de y. En lugar de y — f (x), 
u = y (x), etc., a veces se emplea y = y (x), u — u (x), etc., es 
decir, las letras y, u , etc,, representan tanto variable dependiente, 
como símbolo del conjunto de operaciones que habrán de realizarse 
con x. 

La notación y = C, donde C es una constante, significa una 
función, cuyo valor es constante e igual a C, cualesquiera que sean 
los valores de x. 

Definición 2. El conjunto de los valores de x para los cuales se 
determinan los valores de la función y, en virtud de la ley / (¿c), se 
llama dominio de definición de la función. 

Ejemplo 1. La función y = sen x está definida para todos los valores 
de x. Por lo tanto, su dominio de definición será el intervalo infinito: 

— OO <. X < -f- co. 

Observación 1. Si existe una dependencia funcional entre dos 
variables x e y — f (x) y si éstas se consideran como variables orde- 




Formas de expresión de funciones 
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nadas, de los dos valores de la función y* = / (a:*) e y** = f (x**), 
correspondientes a dos valores del argumento x* y x **, será poste- 
rior el valor de la función que corresponda al valor posterior del 
argumento. De aquí se deduce la siguiente definición. 

Definición 3. La función y = / (x) se llama creciente , cuando 
a un mayor valor del argumento x corresponde un mayor valor de la 
función. De modo análogo se define la función decreciente . 

Ejemplo 2. La función Q — n R 2 es creciente cuando 0 < i? < + oo; 
puesto que a un valor mayor de R le corresponde un valor mayor de Q. 

Observación 2. A veces en la definición del concepto «función» 
se admite que a cada valor de x, perteneciente a un determinado cam- 
po, le corresponde no un sólo valor de y , sino varios valores, e, inclu- 
so un número infinito de valores. En este caso la función se denomina 
multiforme, a diferencia de la función definida anteriormente, y que 
lleva el nombre de función uniforme. En lo sucesivo tendremos 
en cuenta sólo las funciones uniformes. Si nos encontramos con 
una función multiforme haremos una indicación especial. 


§ 7. FORMAS DE EXPRESION DE FUNCIONES 
I. Forma tabular 

En este caso la anotación de los valores del argumento se efectúa 
en cierto orden: x u x 2 , . . . x n . De la misma manera se escriben los 
valores correspondientes de la función y u y 2 , . . ., y n . 


X 

x i 

X 2 



y 

yi 

yz 



yn 


De este tipo son las tablas de las funciones trigonométricas, las 
de logaritmos, etc. 

Las tablas que señalan la dependencia funcional que existe entre 
magnitudes medidas pueden aparecer también, como resultado del 
estudio experimental de fenómenos. Por ejemplo, en una estación 
meteorológica, midiendo en un día determinado la temperatura 
del aire, se obtiene la siguiente tabla: 
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Valor de la temperatura T {en grados) en función del tiempo t {en horas) 


t 

fl 

2 

3. 

4 

5 

6 

B 

8 

9 

T 

0 

—1 

—2 

—2 

—0,5 

1 

3 

3,5 

4 


Estg. tabla determina T como función de t . 


II. Forma gráfica 

Dado en el plano del sistema de coordenadas rectangulares o car- 
tesianas un conjunto de los puntos M ( x , y) tal que ningún par de 
puntos se halla sobre una recta paralela al eje Óy , podemos decir 



que el conjunto mencionado determina una función uniforme 
y = f (x). Las abscisas de los puntos constituyen los valores del 
argumento y las ordenadas correspondientes, los de la función (fig. 4). 

El conjunto de puntos del plano ( xOy ), cuyas abscisas representan 
valores de la variable independiente y las ordenadas, los valores 
correspondientes de la función, se llama gráfica de la función dada. 


III. Forma analítica 


Primero expliquemos el concepto de «expresión analítica». 
Se da el nombre de expresión analítica a la representación simbólica 
de un conjunto de ciertas operaciones matemáticas que se realizan 
en una sucesión determinada con cifras y letras que designan mag- 
nitudes constantes y variables. Se entiende por conjunto de opera- 
ciones matemáticas no sólo las operaciones elementales (adición, 
sustracción, extracción de raíz, etc.), sino también las que iremos 
determinando a medida que avancemos en el curso. 

Ejemplos de expresión analítica son: 



loga: — sen x 
5a: 2 + 1 5 


2 X — P5 + 3x, etc. 
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Si la dependencia funcional y = f (x) es tal que / designa una 
expresión analítica, se dice que la función y de x está expresada 
analíticamente. Ejemplos de funciones expresadas analíticamente son: 


1) {,= **'- 2; 2) y = 5±l; 3) ¡/ = 4) 

5) Q — nR 2 , etc. 

Aquí, las funciones están expresadas analíticamente por medio 
de una fórmula (se entiende por fórmula la igualdad de dos expre- 
siones analíticas) . En estos casos podemos hablar 
de dominio natural de definición de la función. 

El dominio natural de definición de una fun- 
ción expresada analíticamente se compone del 
conjunto de valores de x para los cuales la ex- 
presión analítica, o segundo miembro de la igual- 
dad, adquiere un valor determinado.. Así, por 
ejemplo, como dominio natural de definición 
de la función y = x 4 — 2 tendremos el inter- 
valo infinito — oo < x <C +oo, ya que la función 
está definida para todos los valores de x. La fun- 

r X - 4 - 1 

ción y = j está definida para todos los valo- 


y = sen x ; 


x — 1 

res de x , menos para x 



1 , pues, este valor reduce 


el denominador a cero. Para la función y = \ r 1 — x 2 , el dominio 
natural de definición está constituido por el segmento — 1 x , etc. 

Observación. A veces surge la necesidad de examinar no todo 
el dominio natural de definición de la función, sino parte de él. 
Así, la dependencia del área Q de un círculo de radio R se determina 
por la función Q — nR 2 . Al considerar esta fórmula geométrica 
aparece en calidad de dominio de definición el intervalo infinito 
0 < i? < +oo, mientras que el dominio natural de definición de la 
función dada es el intervalo infinito — oo < R <C -f-oo. 

Si la función y = f (x) viene expresada analíticamente, puede 
representarse de manera gráfica en el plano de coordenadas xOy. 
Así, por ejemplo, la gráfica de la función y = x 2 es la parábola repre- 
sentada en la figura 5. 


§ 8. FUNCIONES ELEMENTALES FUNDAMENTALES. 
FUNCIONES ELEMENTALES 

Las funciones elementales fundamentales expresadas analítica- 
mente son las siguientes: 

1. Función potencial: y ~ x a , donde a es un número real * 

*) Siendo a un número irracional, esta función se calcula, tomando loga- 
ritmos y antilogaritmos: Iog y = a log x, suponiendo x > 0. 


2—601 
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II. Función exponencial: y — a x , en la que a es un número 
positivo, diferente de la unidad. 

III. Función logarítmica: y — log a x en la cual la base a es un 
número positivo diferente de la unidad. 

IV. Funciones trigonométricas: 

y — sen x , y = eos x, y — tg x. 
y — cotg x, y = sec x, y = cosec x. 

V. Funciones trigonométricas inversas: 

y = aresen x, y = árceos x, y — arctg x, 
y — arccotg x, y = aresee x\ y = arccosec x. 

Examinemos los dominios de definición y las gráficas de las 
funciones elementales fundamentales. 

Función potencial, y = x a . 

1. a es un número entero positivo. La función está definida 
en el intervalo infinito — oo < x < -f oo. En este caso, para ciertos 




valores de a las gráficas de la función toman las formas que se expo- I 
nen en las figuras 6 y 7. 

2. a es un número entero negativo. En este caso, la función está ■ 
definida para todos los valores de x , excepto para x = 0. Las gráficas 
de la función para ciertos valores de a se exponen en las figuras 8 y 9. 

En las figuras 10, 11, 12 tenemos las gráficas de la función poten- 
cial cuyos valores de a son números racionales fraccionarios. 

Función exponencial, y — a x , a > 0, a 1. 

Está función está definida para todos los valores de x. Su grá- 
fica está representada en las figuras 13 y 14. 

Función logarítmica, y = log a x , a > 0, a 1. 
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Esta función está definida para los valores de x > 0. Su gráfica 
se muestra en la figura 1 5. 

Funciones trigonométricas. En las fórmulas y — sen x , etc., la 
variable independiente x se expresa en radianes. Todas las funciones 

trigonométricas indicadas son periódicas. 
Su definición general es como sigue: 

Definición 1. La función y = / (x) 
se denomina periódica, si existe un nú- 
mero constante C tal que, al sumarlo 
(o restarlo) al argumento x, el valor de 
la función no se altere, f (x-\- C) — / (x). 
El valor mínimo de este número cons- 
tante se denomina período de la fun- 
ción; en lo sucesivo lo designaremos por 
21. Según la definición, la función y = 
= seni es periódica, cuyo período es 
igual a 2a: sen x = sen ( x + 2a). El 
período de eos x es también igual a 2a. Del mismo modo, el período 
de las funciones y = tg x e y — cotg x es igual a a. 

Las funciones y = sen x e y — eos x están definidas para todos 
los valores de x. Las funciones y = tg x e y = sec x están definidas 





JT 

en todos los puntos, excepto x — (2 k -f- 1) (& = 0, 1, 2 . . .); 

las funciones y — cotg x e y = cosec x están definidas para todos 
los valores de x, excepto para x — kn (k = 0, 1, 2 . . .). 

Las gráficas de las funciones trigonométricas se muestran en 
las figuras 15-19. Más adelante examinaremos detalladamente las 
funciones trigonométricas inversas. 
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Introduzcamos ahora el concepto de función de función. Si y es 
una función de u y u depende, a su vez, de una variable x, entonces, 
y también depende de x. 



Si y = F (u) y u = (p (x), la función y de x será: 

y = F [<p (*)]. 

Esta función se denomina función de función o función compuesta. 

Ejemplo 1. Sea y = sen u, u — x a . La función y — sen (x 2 ) es una fun- 
ción compuesta de x. 

Observación. El dominio de definición de la función y*= F [qp (x)] 
está constituido por todo el dominio de la función u = <p (x), o bien 
por la parte de éste en que se definen los valores de u que no salgan 
fuera del dominio de la función F (u). 

Ejemplo 2. El dominio de la función y — 1/ i — x 2 (y — ~\ / u, u = 1 — x 2 ) 
es el segmento [ — 1, 1], ya que u < 0 y | x | > 1 y, por lo tanto, la función 
Vu no está definida para estos valores de x (aunque la función u — 1 — x 2 
está definida para todos los valores de x). La gráfica de esta función se repre- 
senta como la mitad superior de la circunferencia cuyo centro coincide con 
el origen de coordenadas, siendo el radio de la misma igual a la unidad. 

La operación «función de función» puede efectuarse no sólo 
una vez, sino cualquier número de veces. Por ejemplo, la función 
y — ln [sen ( x 2 + 1)1 se obtiene, efectuando las siguientes operacio- 
nes (es decir, determinando las siguientes funciones): 

v = x 2 + 1 , u = sen v, y — ln u. 

Definamos ahora el concepto de función elemental. 

Definición 2. La función que puede ser dada por la fórmula de 
la forma y = f (x), donde el segundo miembro de la igualdad está 
compuesto de funciones elementales fundamentales y constantes, 
mediante un número finito de operaciones de adición, sustracción, 
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multiplicación, división y función de función, se llama función 
elemental. 

De está definición se deduce que las funciones expresadas analí- 
ticamente son funciones elementales. 

Ejemplos de las funciones elementales son: 


y = qA -f- 4 sen 2 x\ 


log z-f-4lTz-f-2tgx 
10*— z + 10 


Ejemplo de función no elemental: 

y = 1-2-3-. . . -n [y = / (n) ] es una función no elemental, dado que 
el número de operaciones que deben efectuarse para calcular y va aumentando 
a medida que crece n, es decir, el número de operaciones es infinito. 



Observación. La función expuesta en la figura 20 es elemental 
aunque viene expresada por dos fórmulas: 

f (x) — x, si 0 ^ x ^ 1; f {x) = 2x — 1, si 1 x ^ 2. 

Es posible demostrar que esta función puede expresarse con una 
sola fórmula y — f (x), incluida entre las indicadas en la defini- 
ción 2. (Véanse los ejemplos 139 al 144 de los ejercicios para el 
capítulo V). 

§ 9. FUNCIONES ALGEBRAICAS 

Son funciones algebraicas las funciones elementales siguientes: 
I. Función racional entera o polinomio 

y — üqX n -j- apr n 1 -f- ... + a n , 

donde a 0 , a it . . ., a n son números constantes que llamamos coefi- 
cientes; n es un entero no negativo, llamado grado del polinomio. 
Evidentemente, la función indicada está definida para todos los 
valores de x , es decir, en un intervalo infinito. 

Ejemplos: 1 . y — ax + b es una función lineal. Si b = 0, la función lineal 
y — ax expresa la' dependencia proporcional de y respecto a x. Si a = 0, 
y = b, la función es constante. 

2. y = ax 2 -f- bx -f- c, es una función cuadrática. 


■:.XV '■ ■ : 
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La gráfica de la función cuadrática es una parábola (fig. 21). 

Estas funciones lian sido estudiadas detalladamente en el curso de geo- 
metría analítica. 

Vi a>0 y A a<0 



Fig . 21 

II. Función racional fraccionaria. Esta función se expresa como 
la razón de dos polinomios: 

— aoXn 1 a n 

boX m -j- biX m 1 + ... + b m 

Como ejemplo de una función racional fraccionaria puede servir 



Fig. 22 


lá función y = — , que expresa una dependencia inversamente pro- 

x 

porcional. Su gráfica se muestra en la figura 22. Es evidente que la 
función racional fraccionaria está definida para todos los valores 
de x, excepto para aquellos que reducen el denominador a cero. 

III. Función irracional. Si en el segundo miembro de la igualdad 
y = j (a:) se efectúan operaciones de adición, sustracción, multi- 
plicación, división y elevación a potencia, siendo los exponentes 
números racionales, no enteros, la función de y en dependencia de 
x se llama irracional. Son irracionales las tur. ñones siguientes: 


2x 2 -j-Vx 4 

= — _ ; y = V x, etc. 

Vl + 5* 2 


1 . 1 . 
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Observación 1. No todas las funciones algebraicas están compren- 
didas en tres tipos de funciones mencionadas. Se denomina función 
algebraica cualquier función y — f {x) que satisfaga una ecuación 
de la forma 

P 0 (z)y n + Pi(x)y n 1 4- — +^ > n(^) = o, (i) 

donde, P 0 (x), P t ( x ), . . P n (x) son ciertos polinomios de x. 

Se puede demostrar que cada una de las funciones que pertenece 
a los tres tipos mencionados satisface cierta ecuación de la forma (1); 
pero no toda función que satisfaga esta ecuación pertenecerá a alguno 
de los tres tipos denominados. 

Observación 2. La función que no es algebraica se llama i 
transcendente. Son funciones transcendentes: 

y = eos x ; y = 10 x , etc. j 

¡ 

§ 10. SISTEMA DE COORDENADAS POLARES i 

| 

La posición de un punto en el plano se puede determinar por i 
medio del sistema de coordenadas polares. j 

Elijamos en el plano un punto O , que llamaremos polo y una ¡ 
recta o eje polar , que tiene su origen en el punto O. La posición de | 


M 



Fig. 23 

un punto M en el plano se determina por dos números: p y (p. El 
primero indica la distancia del punto M al polo y el segundo, el 
valor del ángulo formado por el segmento OM con el eje polar. Para 
calcular el ángulo <p se considera positiva la dirección contraria 
a la de las manecillas del reloj. Los números p y tp se denominan 
coordenadas polares del punto M (fig. 23). 

El radio vector p se considera siempre no negativo. Si el ángulo 
polar (p varía en los límites 0 cp <C 2rt, a cada punto del plano, 
a excepción del polo, le corresponde un par determinado de números 
p y (p. En el polo, p = 0 y q) puede tener cualquier valor. 

Determinemos la relación que existe entre las coordenadas pola- 
res y las rectangulares o cartesianas. Supongamos que el origen de 
coordenadas rectangulares coincide con el polo y la dirección positiva 
del eje Ox, con el eje polar. Veamos ahora la relación que existe 
entre las coordenadas cartesianas y las polares de un mismo punto. 


Sistema de coordenadas polares 


En la figura 24 se ve: 


x = p eos 9, y = p sen 9 e inversamente p = ]/ x 2 y 2 , tg 9 = 

Observación. Determinando 9 hay que tener en cuenta el cuadran- 
te en que se halla el punto y tomar el valor correspondiente de 9. 

En el sistema de coordenadas polares la ecuación p = F (9) 
determina una línea. 

Ejemplo 1 . En coordenadas polares la ecuación p — a, donde a = const, 
determina una circunferencia de radio a y centro en el polo. La ecuación 


y=psen<p ■ 


-JL 

I ' — v 

X=f>COS<p 

Fig. 24 



Fig. 25 


de la misma circunferencia (fig. 25) en el sistema de coordenadas rectangulares, 
trazado en la forma expuesta en la figura 24, será: 


Ejemplo 2. 


~[/ x 2 -}- y 2 = a ó x 2 -f- y 2 = a 2 . 


p — a<p, donde a — const. 

Veamos la tabla de valores de p para algunos valores de ®: 


<p 

0 

Jt 

4 

ji 

2 

3 

4 K 

ji 

p 

0 

^ 0,78 a 

^ 1,57a 

«s 2,36 a 

^ 3,14 a 


2n 

3jt 

4it 

^ 6,28 a 

9,42 a 

^12.56 a 
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La curva correspondiente se muestra en la figura 26 y se llama espiral 
de Arquímedes. 


Ejemplo 3. 


p — 2 a eos q). 


Esta es la ecuación de una circunferencia de radio a y centro en el punto 
Po — ® Y < P = 0, (fig. 27). Escribamos la ecuación de esta circunferencia en 
coordenadas rectangulares. Poniendo en esta ecuación p — l/x 2 4- y 2 , cosq) = 

— — - , obtendremos: l/x 2 4-y a — 2a — ■ , o sea, a: 2 4- y 2 — 2ax = 0. 

Ejercicios para el capítulo I 

1. Dada la función / (x) — x 2 -f- 6x — 4. Comprobar que / (1) = 3, 

/ (3) — 23. 

2. f(x) = x 2 + l. Calcular los valores: 

a) / (4). Respuesta: 17. b) / ( ~[/2 ). Respuesta: 3. c) / (o + 1). Respuesta: 
a 2 -j- 2a -j- 2. d) / (a) -f- 1. Respuesta: a 2 + 2. e) / (a 2 ). Respuesta: a 4 -j- 1. 
f) 1/ ( a )] 2 - Respuesta: a 4 -f- 2a 2 -f- 1 . g) / (2a). Respuesta : 4a 2 1. 

„ | / 1 \ 1 

3. q> ( x ) ~ 3^15 * Escribir las expresiones: 9^ — ] Y — ^y* Respuesta: 

1 ^ 3a: + 5 

Y \ x / 3-f5x’ cp(x) 1 — x 

4. rj: (x) =j/x 2 -j- 4. Escríbanse las expresiones 9 (2x) y 9(0). Respuesta: 
9 (2x) =2 "j/x 2 -j- 1; 9 (0) =2. 

^ 4 /A\ + r» — ^ _ 1 „ ■ J t 2/(67 


5. /(0) = tg9. Comprobar la igualdad /( 20) 


[/(6)P ' 


1 — - X / (j | \ 

6. <p (x) = log j--p- . Comprobar la igualdad <¡P( a )4-<P(*>) = 9 • 

7. / (x) = log x; cp (x) — x 3 . Escribir las expresiones: a) / [<p (2)). i?es- 
puesta: 3 log 2. b) / [9 (a)]. Respuesta: 3 log a. c) <p [/ (a)j. Respuesta: [log a] 3 . 

8. Hallar el dominio natural de definición de la función y — 2x 2 4~ 1. 
Respuesta : — 00 <; x <; -f- 00. 

9. Hallar los dominios naturales de definición de las funciones: 

a) "\/l — x 2 . Respuesta: — í-^x^-f-l. b) ~]/ 3 4- x -j- — x. Respuesta: 

— 3<^x<^7. c) |Tx4 -a. — y r x — b. Respuesta: — oo<[a:<[ + 00 d) ü ‘ - . 

Respuesta: x ^ a. e) aresen 2 x. Respuesta: — l<Ix<;i. f) y = logx. Respuesta: 
x>0. g) y = a 3C (a>0). Respuesta: — oo<x<-f-co. 

Construir las gráficas de las funciones: 

10. y — — 3x -f- 5. 11. y=yx 2 4-l. 12. y = 3 — 2x 2 . 13. y = x 2 -f-2x — 1. 

1 1 

14. ¡J = • 15. y — sen2x. 16. y = cos3x. 17. y=x 2 — 4x4-6. 18. y = ^__ x 2 ' 



10. y — 

-3x4-5. 

14. 

1 

y = — r 

. 15. y — 


X 1 

19. 

y = sen ^ 

i+ t) 

23. 

y = 3*. 

24. ¡/ = 


. y = sen ^x-f-yj . 20. y = eos ^x— yj . 21. y = tgyi. 22. y = cotg-|- x. 


25. y = log 2 — . 26. y— x 3 4~l- 27. y = 4 — x 3 


Ejercicios para el capítulo I 
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28. y— — ^ ♦ 29. y=x 4 . 30. y — x 5 . 31. y = x 2 . 32. 
34. y = |x). 35. y = log 2 |x|. 36. i/ = log 2 (1— x). 37. 


_ i 1 

y~x 2 . 33. y = x 3 . 

y = 3 sen ( 2x +^-) • 


38. j/ = 4cos ^x-f-^-j • 

39. La función / (x) está definida en el segmento [—1; 1 ] del modo siguiente: 
/(x) = 1-f-x para — 1<X0; 

/ (x) = 1 — 2x para 0<x<l. 


40. La función / (x) está definida en el segmento [0; 21 del modo siguiente: 

f{x)—x s para 0 ^x<<1; 
f (x)~x para 1 x 2. 

Construir las curvas dadas por ecuaciones polares: 

d _ 

41. p= — (espiral hiperbólica). 42. p = a <p (espiral logarítmica). 43. p = 
= aV cos2( P (lemniscata). 44. p = o(l — eos <p) (cardioide). 45. p = asen3<p. 



¡ 

i 

i 





CAPITULO II 


LIMITE. CONTINUIDAD DE LA FUNCION 


§ 1. LIMITE DE LA MAGNITUD VARIABLE. 

VARIABLE INFINITAMENTE GRANDE 

En este párrafo trataremos de las magnitudes ordenadas que 
varían de un modo especial, determinado por la expresión «la varia- 
ble tiende a un límite». A continuación el concepto de límite de la 
variable desempeñará un papel fundamental ya que con él están 
relacionados los conceptos fundamentales del análisis matemático! 
derivada, integral, etc. 

Definición 1. El número constante a se denomina límite de la 
variable x, si para cualquier número infinitesimal positivo e pre- 
fijado, se puede indicar tal valor de la variable x , a partir del cual 
todos los valores posteriores de la misma satisfacen la desigualdad 

| x — a | < e. 

Si el número a es el límite de la variable x, se dice que x tiende 
al límite a; su notación es: 

x -> a ó lím x — a. 

En términos geométricos la definición de límite puede enunciarse 
así: el número constante a es el límite de la variable x, si para cual- 
quiera vecindad infinitesimal prefijada de radio e y centro en el 
punto a , existe un valor de x tal que todos los puntos correspondien- 
tes a los valores posteriores de la variable se encuentren dentro 
de la misma vecindad (fig. 28). Examinemos algunos ejemplos 
de variables que tienden al límite. 

Ejemplo 1. La variable x toma sucesivamente los valores 
* 2 =i+y; 

Comprobemos que esta variable tiene por límite la unidad. 

Tenemos: 
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Para cualquier e todos los valores posteriores de la variable, a pártir de n, 
1 1 

donde — < e ó n > — » satisfacen la desigualdad | x n — 1 1 < e, que es lo que 
se trataba de demostrar. 

Observemos que, en este caso, la variable tiende al límite decreciendo 
al mismo tiempo. 

Ejemplo 2. La variable x toma sucesivamente los valores 

' 1 . . 1 , 1 . 

*1 = 1—2’ *2=l+-22'. *3 =!— 23-1 

... 

El límite de esta variable es la unidad. En efecto, 

l*,-l|=|(t-H-i>“-|r)-l|=^r 

1 

Para cualquier e, a partir de n, que satisface la correlación -^-<6, y de 
la cual se deduce que 

i i log T 

2"> t , n log 2 > log ~ ó 

todos los valores posteriores de x satisfarán la correlación 

l*n— 1 1 < e- 

En el caso considerado, la variable tiende al límite «oscilando alrededor 
de él», es decir, tomando valores unas veces mayores y otras, menores que éste. 



Fig. 28 


Observación i. En el capítulo 1, § 3, se ha indicado que la 
magnitud constante c se considera frecuentemente como una variable 
cuyos valores son siempre iguales: x = c. 

Es evidente que el límite de la constante será igual a la misma 
constante, dado que siempre se cumple la desigualdad | x — c ¡ = 
= | c — c | = 0 < e, independientemente del valor que tenga e. 

Observación 2. De la definición de límite se deduce que una 
magnitud variable no puede tener dos límites. En efecto, si lím x = 
= a y lím x — b {a «< b), entonces x debe satisfacer las dos desi- 
gualdades simultáneamente: | x — \ a<i^y\x — b |< e siendo e 

arbitrariamente pequeño, pero esto es imposible, si s < — (fig- 29). 
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Observación 3. No toda variable tiene límite. Supongamos que 
la variable x toma sucesivamente los siguientes valores: 

_ 1 . 1 . _ 1 . , 1 

x l 2 ’ Xi 1 4 ’ X Z g » • • ? > X 2h 1 » 

1 

x 2h+i 2 Zh+l 

(fig. 30). Siendo k lo suficientemente grande, el valor x 2ft y todos 
los valores posteriores, de subíndices pares, se diferenciarán de la 
unidad en una cantidad tan pequeña como se quiera, mientras que 



Fig. 29 Fig. 30 


el valor siguiente x zh +i y todos los valores posteriores de x, de subín- 
dices impares, irán diferenciándose de cero en una cantidad tan 
pequeña como se desee. Por tanto, la variable x no tiende al límite. 

En la definición de límite se ipdica que si una variable tiende 
al límite a, éste debe ser un número constante. Pero el concepto 
«tiende» se usa también para caracterizar otro tipo* de variación 
de la variable, como veremos en la definición que sigue. 

Definición 2. La variable x tiende al infinito, si para cualquier 
numero positivo M prefijado se puede elegir un valor de x tal que, 
a partir de él todos los valores posteriores de la variable satisfagan 
la desigualdad | x | > M. 

La variable x que tiende al infinito, se denomina infinitamente 
grande y esta tendencia se expresa así: x — oo. 

Ejemplo 3. La variable x que toma los valores: 

— — 1» X2~2\ x% = 3: ..., x n = ( l) n n; ... 

es infinitamente grande, ya que para cualquier valor de M > 0 todos los valores 
de la variable, a partir de uno de ellos, son mayores en valor absoluto que M. 

La variable x «tiende al infinito con signo «más», x— >-f-oo, si M 
es un número positivo cualquiera de tal manera que, a partir de cierto 
valor, todos los valores posteriores de la variable sastifagan la desi- 
gualdad M <C x. 

Como ejemplo de una variable que tiende al infinito con signo «más» puede 
servir la variable x que toma los valores x t — 1, x 2 — 2, . . ., x n — n. 


Límite de ía función 
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La variable x tiende al inifinito con signo «menos» x — oo, si M es un 
número positivo cualquiera de tal manera que todos los valores sucesivos 
de la variable, a partir de alguno de ellos, satisfagan la desigualdad x < — M. 

Por ejemplo, la variable x, que toma los valores x x — — 1, x 2 = —2, . . . 
• • *, íji • • •, tiende a — oo. 


§ 2. LIMITE DE LA FUNCION 

Examinemos algunos casos de variación de una función cuando 
el argumento x tiende a un límite a o al infinito. 

Definición 1. Supongamos que la función y = f (x) está definida 
en determinada vecindad del punto a o en ciertos puntos de la misma. 

La función y = f (x) tiende al límite b (y b) cuando x tienda a 
a (x a), si para cada número positivo e, por pequeño que éste sea, 
es posible indicar un número positivo ó tal que para todos los valores 
de x , diferentes de a, que satisfacen 
la desigualdad* | x — a | < ó, se 
verificará la desigualdad: 

I / (x) — b | < e. 

Si b es el límite de la función 
f ( x ), cuando x -*> a, su notación es: 

lím / (x) = 

x -*■ a 

o bien f (x) b, cuando x a. 

Si f(x)->-b, cuando x f-*- a, 
entonces en la gráfica de la función 
y — f (x) esto se interpreta así (fig. 

31): puesto que de la desigualdad 
| x — a|<ó sé deduce \ f (x) — b | < e, entonces, todos los puntos 
M en la gráfica de la función y = / (x), correspondientes a los puntos 
x que se encuentran a una distancia no mayor que ó del punto a, 
se localizarán dentro de una banda de ancho 2e, limitada por las 
rectas y = b — e e y — b e. 

Observación 1. El límite de la función f (x), cuando x a, 
se puede definir también del modo siguiente. 



*) Aquí se tienen en consideración aquellos valores de x que, satisfaciendo 
la desigualdad | x — a | < ó, pertenecen al dominio de definición de la fun- 
ción. En adelante, consideraciones de este tipo las encontraremos con frecuen- 
cia. Así, al examinar la variación de una función, cuando x -> oo, puede ocurrir 
que la función esté definida sólo para valores enteros y positivos de x. Por 
consiguiente, en este caso x tiende al infinito, tomando sólo valores enteros 
positivos. En lo sucesivo prescindiremos de explicaciones de este tipo. 
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Supongamos que la variable x está ordenada de tal manera que si 
| 2 * — a | > | x** — a |, 

entonces, x** es valor posterior, ya:*, el anterior. Pero si 

| x*— a | = \x ** — a | y x* << x** t 

entonces x** será el valor posterior ya;*, el anterior. 

En otras palabras, de los dos puntos en el eje numérico, será 
posterior el que esté más cerca del punto a\ si son equidistantes 
será posterior el que se encuentre a la derecha del punto a. 

Supongamos que la variable x , ordenada del modo indicado, 
tiende al límite a [a: — a ó lím x = a\. 

Examinemos ahora la variable y ~ f (x). En este caso y en lo 
sucesivo consideraremos que de dos valores de la función, posterior 
será el que corresponda al valor posterior del argumento. 

Si la variable y definida del modo indicado, tiende a un límite b , 
cuando x tiende a a, escribiremos: 


lím f(x) = 6. 
x-+ o 

En este caso diremos que la función y — f (x) tiende al límite ó, 
cuando x — >■ a. 

Es fácil demostrar que las dos definiciones de límite de la 
función son equivalentes. "* 

Observación 2. Si / (x) tiende al límite b iy cuapdo x tiende 
a cierto número a de modo que x toma sólo valores inferiores a éste, 

su notación es lím / ( x ) = Zq, siendo 

x -ya — 0 / 

bi el límite de la función f (x) en el punto 
a « por la izquierda ». En caso de que 
x tome sólo valores mayores que a, 
la notación será lím / (x) = b 2 , siendo 

ÍC-HZ-j-O 

b 2 el límite de la función en él punto 
a «por la derecha» (fig. 32). 

Sé puede demostrar que, si los lí- 
mites «por la izquierda» y «por la 
derecha» existen y son iguales, es decir, 
si b t = b 2 = b, entonces b será el 
límite de esta función en el punto a en 
el sentido que acabamos de exponer. Y recíprocamente, si existe el 
límite b de la función en el punto a , existen también límites de la 
función en el punto a «por la den cha» y «por la izquierda» que 
son iguales. 
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Ejemplo 1. Demostremos que lím (3x -f- 1) = 7. En efecto, supongamos 

x -*■ 2 

que está dado arbitrariamente e > 0; para que se cumpla la desigualdad 

j (3x-f-l) — 7( < e, 

es necesario que sean cumplidas las desigualdades siguientes: 

| 3x — 6 | < e, |x— 2| <-| , - y< x — 2 <y . 

De este modo, cualquiera que sea e, para todos los valores de x que satisfa- 
gan la desigualdad | x — 2 | < = ó. El valor de la función 3x -f- 1 

se diferenciará de 7 en una magnitud menor que e. Esto significa que 7 es el lími- 
te de la función cuando x ->- 2. 


Observación 3. Para que exista el límite de la función, cuando 
x a, no es necesario que la función esté definida en el punto x — a. 
Cuando se busca el límite, se examinan los valores de la función, 
diferentes de a, en la vecindad del punto a. Examinemos el ejemplo 
siguiente. 

4 

Ejemplo 2. Demostremos que lím ¡>- = 4. 

x -*-2 x 2 


Aquí la función — — ¡r- no está definida en el punto x = 2. 

Es necesario demostrar que, siendo e un número cualquiera arbitrario, 
se encontrará tal ó que se cumpla la desigualdad 



x 2 — 4 
x — 2 


< e, 


(1) 


a condición de que 
valente a: 


| x — 2 | < ó. Pero cuando x =£ 2, la desigualdad (1) es equi- 


(x — 2) (x-f-2) 
x— 2 



( x +2) — 4 | < e. 


ó 


| x — 2 | < e. (2) 

Así pues, siendo e arbitrario, la desigualdad (1) se verificará, si se cumple 
la desigualdad (2) (aquí, 8 — e). 

Esto significa que la función dada tiene por límite el número 4, cuando 
x — +• 2. 

Examinemos algunos casos de variación de la función, cuando 
x oo. 

Definición 2. La junción / (x) tiende al límite b cuando x oo , 
si para cualquier número positivo e arbitrariamente pequeño existe 
un número positivo N tal que para todos los valores de x que satis- 
facen la desigualdad | x | > N, se cumpla la desigualdad 


I / (*) 


Ejemplo 3. Demostremos que 


— b 


< e. 


lím 

X — ►oo 



o bien lím 

X' — ►OO 



= 1 . 
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Para ello es necesario demostrar que siendo e un número arbitrario se cum- 
plirá la desigualdad 


(‘+v)-‘ <e> 


siempre que | x | > N , dependiendo N de la elección de e. 

1 

La desigualdad (3) es equivalente a otra: — < s, que se cumplirá 
a condición de que 

lx|>i = JÍ. 

Esto significa que lím / i ]- --- ^ — lím ÍÜ = 1 (íig. 33). 

X— >oo V x / x-yoo x 



Fig. 33 

Conociendo el sentido de los símbolos x -+■ -f-oo y x 
evidente el significado de las expresiones: 

«/ ( x ) tiende a b cuando x — -j- 00 » y 
«/ (x) tiende a b cuando x -> — c»», 
las cuales simbólicamente se escriben así: 

lím f(x) = b, lím f(x) = b. 

X -*■ — °° 


§ 3. FUNCION QUE TIENDE AL INFINITO. 

FUNCIONES ACOTADAS 

Hemos examinado los casos en los que la función / (x) tiende 
a cierto límite b , cuando x a ó x -> oo. 

Examinemos ahora el caso cuando la función y — f {x) tiende 
al infinito, para una determinada forma de variación del argumento. 

Definición 1. La función / (x) tiende al infinito cuando x -> a, 
es decir, es una magnitud infinitamente grande cuando x -> a, si 
para cualquier número positivo M, por grande que sea, existe un 
valor ó >■ 0 tal que para todos los valores de x diferentes de a y que 
satisfacen la condición | x — a | < ó, se cumpla la desigualdad 
I f(x) | > M. 


,v ^ ;*v- 




'7 - ■ 'V 


Función que tiende al infinito. Funciones acotadas. 
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Si / (#) tiende al infinito cuando x a, se escribe 

lím f{x) = oo 

x -*■ a 

ó / (x) -> oo cuando x-+ a. 

Si / (a:) tiende al infinito, cuando x-+a, tomando sólo valores 
positivos, o bien sólo negativos, se escribe, respectivamente: 
lím f (x) = -feo ó lím / (x) = — oo. 

x-*a x-*a 

1 

Ejemplo 1. Demostremos que lím y¡¡- — — = -í-oo. 

3C-+1 

En efecto, para cualquier M > 0 tenemos: 

1 


siempre que: 


(1— x)2 
1 


>*/, 


La función 


(1— x)2 


5 - toma sólo valores positivos (fig. 34). 



Ejemplo 2. Demostremos que lím { — — ) = 00 . En efecto, para cual- 

x-vO \ x / 

quier M > 0 tenemos: 


*-*•0 


siempre que: 




Aquí (— -j) >°» P ara x <° Y ( — y) <0, para x >0 (fig. 35). 


3 * 
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Si la función / (x) tiende al infinito cuando x— >• oo, se escribe: j 

lím / (x) = oo, i 

X -*■ oo 

y, en particular, puede suceder: ¡* 

1 

lím f(x) = oo, lím f(x) = oo, lím f(x)= — oo. j 

X— »-+oo X — 0° X -► + OO 

Por ejemplo, 

lím x 2 = -f- oo, lím x 3 = — oo, etc. 

x -► OO X — <X> 

Observación 1. No es forzoso que la función y = f (x) tienda 
a un límite finito o al infinito, cuando x — *- a o x oo, ¡ 

Ejemplo 3. La función y — sen x, definida en el intervalo ilimitado ] 

— oo <x <c + oo, cuando x oo, no tiende a un límite finito, ni al infinito 
(fig. 36). 



- 1 

Ejemplo 4. La función y = sen — , definida para todos los valores de x, 

excepto x — O, no tiende a un límite finito, ni tampoco al infinito, cuando 
x 0. La gráfica de esta función se expone en la fig. 37. 



Definición 2. La función y ~ f {x) se denomina acotada en el 
dominio dado de variación del argumento x, si existe un número 
positivo M tal que para todos los valores de x pertenecientes al 
dominio considerado se cumpla la desigualdad | / (x) \ ^ M . Si 
el número M no existe, se dice que la función / (x) no está acotada 
en el dominio dado. 


Ejemplo 5. La función y = sen x , definida en el intervalo infinito 
— oo<x<;+oo, es una función acotada, dado que para todos los valores 
de x se verifica: 

j sen x | <1 = M . 

Definición 3. La función / (a:) se denomina acotada, cuando 
x —*• a, si existe una vecindad con centro en él punto a en la cual 
dicha función está acotada. 

Definición 4. La función y — f (x) se denomina acotada, cuando 
x oo, si existe un número N > 0 tal que para todos los valores 
de x que satisfacen la desigualdad | x j N, la función / ( x ) esté 
acotada. 

El problema del acotamiento de la función que tiende a un límite 
se resuelve por medio del siguiente teorema. 

Teorema 1. Si lím f(x) — b, siendo b un número finito , la 

x a 

función f ( x ) está acotada cuando x -*■ a. 

Demostración. De la igualdad lím / (x) = b se deduce que para 

jc-va 

cualquier e >► 0 se encontrará un número ó tal que en la vecindad 
a — ó < £ <C a + ú se cumpla la desigualdad 

| / (x) — b | < e 

o sea, 

\f\x) |< \b 1 + e. 

Esto significa que la función / (a:) está acotada, cuando x a. 
Observación 2. De la definición de función acotada / ( x ) se 
deduce que si 

lím f(x) = o o ó lím / (x) --- oo, 

x -+ a x -> °o 

A\ y \ 

/ |\\ y=xsenx¡ \ \ 
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es decir, si f (a:) es infinitamente grande, esta función no está acotada. 
La notación recíproca no es cierta; es decir, que una función no 
acotada puede no ser infinitamente grande. . 

Por ejemplo, la función y — x sena:, cuando x oo no está 
acotada, ya que para cualquier M > 0 se pueden encontrar valores 
de x tales que J x sen x J 5> M. Pero la función y = x sen x no es 
infinitamente grande, pues se reduce a cero, cuando x — 0, n, 2 n .. 
La gráfica de la función y = x sen x está expuesta en la fig. 38. 

1 

Teorema 2. Si lím/ (a:) — b =£ 0, la función y — -r— - está 

x->a / (#) 

acotada , cuando x -*■ a. 

Demostración. De la hipótesis del teorema se deduce que para 
cualquier e > 0 arbitrario, en cierta vecindad del punto x — a 
tendremos: j f (x) — b | < e, ó || / (x) | — J b || < e, ó — e < 
< I / (x) | - | b | < e ó | b | - e < | / (*) | < | b | + e. De las 
últimas desigualdades se deduce: 

1 > 1 _ 1 


b I 


\f{x)\ 

1 

Al tomar, por ejemplo, e = ^ | ó j. 


10 

91 b 


I ¿1 + 8 

tenemos 

10 


lo que significa que la función 


l/(*)l 

1 

f(x) 


H I b\ 

está acotada. 


§ 4. INFINITESIMALES Y SUS PRINCIPALES PROPIEDADES 

Examinemos en este párrafo las funciones que tienden a cero, 
para cierto modo de variación del argumento. 

Definición. La función a = a (x) se denomina infinitamente 
pequeña ( infinitesimal ), cuando x a o cuando ar->oo, si 
lím a (x) = 0 ó lím a(x) = 0. 

3 C-+a 3C->oo 

De la definición de límite se deduce que si, por ejemplo, 
lím a (x) = 0, esto significa que, para cualquier número positivo 

ac-+ai 

e prefijado y arbitrariamente pequeño, se encontrará ó > 0 tal 
que para todos los x que satisfacen la condición | x — a j- <C ó, se 
verifique la condición | a ( 2 ) | <C e. 

Ejemplo 1. La función cc— (x — l) 2 es infinitamente pequeña, cuando 
1 — M, dado que límoc = lím (x— 1) 2 = 0 (fig. 39). 

x-> i x-> t 
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Ejemplo 2. La función a = — es infinitamente pequeña, cuando x — >co 
(fig. 40) (véase el ejemplo 3 




Tendrá mucha importancia en adelante la correlación siguiente: 

Teorema 1. Si la función y — f (x) puede ser representada como 
suma del número constante b y la magnitud infinitamente pequeña a: 

y = b + a, (1) 

se tiene que 

lím y = b (cuando x a ó x ->• oo) . 

Recíprocamente, si lím y = b, se puede escribir y = b -J- a, donde a 
es una magnitud infinitamente pequeña. 

Demostración. De la igualdad (1) se deduce que4>y — b | = 
= | a |. Pero cuando e es arbitrario todos los valores de a, a partir 
de uno de ellos, satisfacen la desigualdad | a J <C e; entonces, para 
todos los valores de y, a partir de alguno de ellos, se cumplirá la 
desigualdad | y — b | < e, lo que significa que lím y = b. 

Recíprocamente: si lím y = ó, entonces, para e arbitrario para 
todos los valores de y, a partir de uno de ellos, se verificará la desi- 
gualdad | y — b | <C e. Pero, si designamos y — b = a, entonces, 
para todos los valores de a, a partir de alguno de ellos, tendremos 
| a | <C e, lo que significa que a es una magnitud infinitamente 
pequeña. 

1 

Ejemplo 3. Dada la función y — 1-R— (fig. 41), es evidente que 
lím y = 1. 

X-v oo 

Recíprocamente, si lím y — 1, la variable y puede ser representada , como 

X-*oo 

1 

suma del limite 1 y la infinitesimal a= — , es decir, y = 1+a. 

x 

Teorema 2. Si a = a (x) tiende a cero , cuando x a (o cuando 

1 

x — ► oo), sin reducirse a cero , se tendrá que y = — tiende al infinito. 








40 


Límite. Continuidad de la función 


Demostración. Por grande que sea M > 0, se cumplirá la desi- 

1 1 

gualdad j-^ >■ M , siempre que se cumpla 1 a I < ^ . La última 

desigualdad se cumplirá para todos los valores de a, a partir de 
alguno de ellos, puesto que a (#) — 0. 

Teorema 3. La suma algebraica de dos , tres o un número determi- 
nado de infinitesimales es una función infinitamente pequeña. 



Demostración. Nos limitaremos a dos sumandos, ya que la 
demostración es análoga para cualquier número de ellos. 

Supongamos que u {x) — a ( x ) -f (3 (x), donde lím a (x) = 0 

X-+CL 

y lím p (x) — 0. Demostremos que para cualquier e > 0 tan pequeño 

x a 

como se quiera, se encontrará ó > 0 tal que, al satisfacer la desigual- 
dad | x — a | < ó, se verifique | u | <C e. Puesto que a (x) es una 
magnitud infitamente pequeña se encontrará ó tal que en la vecindad 
de radio ó t y centro ubicado en el punto a, se verificará, también, 

I « (?) I < y - 


Puesto que (1 (z) es una magnitud infinitamente pequeña, en 
la vecindad del punto a de radio ó 2 tendremos | |3 (x) ¡ < 


Tomemos 6 igual a la menor de las magnitudes ój y ó 2 . Entonces, 
en la vecindad del punto a de radio ó se cumplirán las desigualdades 
8 8 

i a | < -^ ; I P | <C . Por tanto, en esta vecindad tendremos: 


| u j = ¡ a (x) + P (x) | < | a (x) | -f | p (x) | < ~ + y = e, 


es decir, | u | < e, lo que se trataba de demostrar. 
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De un modo análogo se demuestra el caso: 

lím a (x) = 0, lím ^ ( x ) = 0. 

X -*■ OO X -*■ °o 

Observación. En lo sucesivo tendremos que examinar las sumas 
de magnitudes infinitamente pequeñas en las que, al ir disminuyendo 
cada sumando, vaya creciendo el número de éstos. En este caso el 
teorema puede no ser válido. 

11 1 

Examinemos, por ejemplo, u = 1- — +. . . + — , donde x 

XX X 

V ' 

x sumandos 

toma sólo valores enteros positivos (x = 1, 2, 3, . . ., «...). 
Es evidente que cada sumando, cuando x oo, es una magnitud 
infinitamente pequeña, sin que lo sea la suma u — 1. 

Teorema 4. El producto de una función infinitamente pequeña 
a = a (x) por una función acotada z = z (a), cuando x - >■ a (ó x -*■ oo), 
es una magnitud {Junción ) infinitamente pequeña. 

Demostración. Demostremos el teorema para el caso en que 
x — >■ a. Dado un número M > 0, se encontrará tal vecindad del 
punto x = a en la que se verificará la desigualdad | z | <C M. Para 
cualquier e ;> 0 se encontrará una vecindad en la que se cumplirá 

g 

la desigualdad I a I ^ • En la menor de estas dos vecindades se 
cumplirá la desigualdad 


Esto quiere decir que az es una magnitud infinitamente pequeña. 
Para el caso de x-^-oo, la demostración se efectúa de modo 
análogo. Del teorema demostrado se deducen dos corolarios. 

Corolario 1. Si lím a = 0 y lím {3 = 0, entonces lím a|3 = 0, 
puesto que (3 (x) es una magnitud acotada. Esto se cumple para 
cualquier número finito de factores. 

Corolario 2. Si lím a = 0 y c = const, entonces lím ca — 0. 


CC ( X ) 

Teorema 5. El cociente — ~ de la división de una magnitud 

z{x) 

infinitamente pequeña a {x) por una función , cuyo límite es diferente 
de cero, es una magnitud infinitamente pequeña. 

Demostración. Supongamos que lím a (a:) — 0 y lím z (x) — 

1 

= ó =t¿= 0. Basándose en el teorema 2, § 3 se deduce que — — - 

2 (a) 


es una 
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Gt (x) 1 

magnitud acotada. Por consiguiente, la fracción = a {x) 

es el producto de una magnitud infinitamente pequeña por otra 
acotada, es decir, una infinitesimal. 

§ 5. TEOREMAS FUNDAMENTALES SOBRE LIMITES 

En este apartado, como en el anterior, vamos a examinar conjun- 
tos de funciones que dependen de un mismo argumento x, cuando 
x — a o cuando x — >■ oo. 

Por ser análogas las demostraciones para ambos casos nos limi- 
taremos a uno sólo, omitiendo, incluso, las notaciones x ->■ a 
o 2 ->-oo, que consideraremos sobreentendidas. 

Teorema 1. El límite de la suma algebraica de dos, tres y , en general , 
de un número finito de variables es igual a la suma algebraica de 
los límites de estas variables: 

lím {u x + u 2 d- . . . + u k ) — lím ui + lím u 2 + . . . + lím u h . 

Demostración. Puesto que la demostración es análoga para 
cualquier número de sumandos, tomemos sólo dos. 

Supongamos que lím Ui = a u lím u 2 — a 2 . Basándonos en el 
teorema 4 § 4, podemos escribir: 

= <Zi ctt, u 2 = a 2 <t 2 , 

donde a* y a 2 son magnitudes infinitesimales. Por tanto, 

Ui u 2 — (ai + a 2 ) + («i + a 2 ). 

Puesto que {a x -f- a 2 ) es una magnitud constante y (ai -f- a 2 ) es una 
infinitesimal, entonces, de acuerdo con el teorema 1 § 4, resultará que 

lím (u i -f- u¿) — a t -f- a 2 = lím u t -f- lím u 2 . 

Ejemplo 1. 

lím — ■= lím í 1 -j-— ^ = lím l-{- lím — = l-f- lím — — 1-fO — 1. 

jc-voo x x-+oo V x r x-+oo x-*oo x x-*oo x 

Teorema 2. El límite del producto de dos, tres y, en general , de un 
número finito de variables es igual al producto de los límites de 
estas variables: 

lími¿i*a 2 - . . . • u k = límu 1 *límw 2 ’ . . . * límu ft . 

Demostración. Con el fin de abreviar, realicemos la demostra- 
ción para dos factores. Supongamos que lím Uj = a t y lím u 2 = a 2 . 
Por tanto, 

z¿i = ai -f- cxi, u 2 = a 2 -f- a 2 . 

uyi 2 = («i + ai) («2 + a 2 ) = «i «2 4“ ^ta 2 4~ a 2 a i 4“ a t a 2 . 
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El producto a { a 2 es una constante. Según los teoremas del § 4, 
la magnitud aia 2 + a 2 a t + ai a 2 es infinitamente pequeña. Por 
consiguiente, lím u{u 2 = aia 2 = lím Ui-lím u 2 . 

Corolario. Un factor constante se puede sacar fuera del signo 
de límite. En efecto, si lím Ui — ai, c = const y, por tanto, lím c = 
— c, se tiene: 

lím (cui) = lím c*lím u x = c lím u it que es lo que se trataba de 
demostrar. 

Ejemplo 2. 

lím 5x 3 = 5 lím x 3 = 5-8 = 40. 
x~*2 x->2 

Teorema 3. El límite del cociente de dos variables es igual al 
cociente de los límites de estas variables, siempre que el límite del deno- 
minador sea distinto de cero : 

u límw . r ' 

lim — = ■ , siempre que lim i;+=0. 

v lím v 


| 

í 

I 

i 


Demostración. Supongamos que lím u — a, lím v = b + 0. 
Entonces u — a a, y = 6 + p, donde a y p son magnitudes 
infinitamente pequeñas. Escribamos las identidades 


u a + a a t ( a-{~ a 

v~ 6 + p ~ ó + V ó + p 



a b — Pa 

MÍ+P) ’ 


o sea, 

u a a b — p a 

+ ó(6 + p) ‘ 

La fracción ~ es un número constante y ^-r , (según los 
ó 6(0 + P) 

teoremas 4 y 5, § 4) es una variable infinitamente pequeña, puesto 
que aó — Pa es también una infinitesimal y el denominador 6 (6 + P) 

tiene por límite ó 2 0. Por consiguiente, lím — = — ^ im - . 

v b lim v 

Ejemplo 3. 


3x + 5 


lím / „ 

x \ 4 x — 2 


lím (3x+5) 

X->1 


3 lím x + 5 

X-+ 1 


3-1 + 5 


lím (4x- 
x -»l 


- 2 ) 


4 lím x — 2 

x -* 1 


4-1—2 



En este ejemplo hemos aprovechado el teorema, ya demostrado, acerca del límite 
de una fracción, puesto que el límite del denominador, cuando x-»- 1, es distinto 
de cero. Pero, si el límite del denominador es cero, no se puede aplicar el teorema 
citado. En este último caso hacen falta consideraciones especiales. 

Ejemplo 4. Hallar lím — . 

x-*2 x — 2 




■1 
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Aquí el denominador y el numerador tienden a cero, cuando x 2, y, por 
tanto, el teorema 3 no es válido para el caso. Realicemos la siguiente transfor- 
mación idéntica: 

x 2 — 4 


(x — 2) (x + 2) 


x — 2 


= * + 2. 


La transformación es válida para todos los valores de x diferentes de 2. Por 
tanto, teniendo en cuenta la definición de límite, podemos escribir: 

lím^— ^ = lím ( *~ 2) t*+ 2) = lím {x+2)=4. 
x-»-2 x 2 x-*2 x 2 x-*-2 


Ejemplo 5. Hallar lím r 

3C-+1 X 1 


Guando x — > 1, el denominador tiende 


a cero, mientras que el numerador tiende a la unidad. Por consiguiente, 
el límite de la magnitud inversa es cero, es decir, 


lím 

x-*l 


lím (x— 1) 

• 1 JC->1 


lím x 
x~*l 


1 = 0 . 


De aquí se deduce, según el teorema 2 del párrafo precedente, que: 

x 


lím 

X-+ 1 x ' 


1 


Teorema A. Si entre los valores correspondientes de las tres fun- 
ciones u — u (x), z = z (x), v — v (. x ), se cumplen das desigualdades 
u < z < f , y, además , u (x) y v (.z) tienden a un mismo límite ó, 
cuando x — ► a (o cuando x-*-oo), entonces podemos afirmar que la 
función z ~ z (x) también tiende a este mismo límite , cuando x -*■ a 
(o cuando x -*■ oo). 

Demostración. Para precisar las ideas, examinemos la variación 
de las funciones, cuando x a. De las desigualdades u ^ z v 
se infiere que: 

u — b^z — b^v — b; 
según las condiciones del teorema, tenemos: 

lím u — b, lím v — b. 

x -y a x a 

Por tanto, para cualquier e > 0, se encontrará alguna vecindad 
con centro en el punto a , en la que se verificará la desigualdad 
I a — b | <; e; del mismo modo se encontrará también alguna vecin- 
dad con centro en el punto a, en la que se verificará la desigualdad 
\ v — b | <1 e. En la vecindad menor de las mencionadas se cum- 
plirán las desigualdades: 

— e < a — 6 < e y — e < v — 6 < e 
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y, por tanto, también, se cumplirán las desigualdades 


es decir, 


— e < z — b < e, 


lím z—b. 

x -*■ o 


Teorema 5. Si, cuando x -> a (o cuando x — > oo), la función 
y , tomando valores no negativos (y 0), tiende al límite b , <?s£e último 
será un número no negativo , o sea b 0. 

Demostración. Supongamos que 5 < 0, entonces [y — ó j 

| ó |, es decir, el módulo de la diferencia | y — b | es mayor que 
el número positivo | b | y, por tanto, no tiende a cero, cuando 
x -*» a. Pero, en este caso y no tiende a b , cuando x a, lo que con- 
tradice a la condición del teorema. Esto quiere decir que la hipótesis 
de que b < 0 no es cierta y, por tanto, b 0. 

De la misma manera se demuestra que lím y 0, si y 0. 

Teorema 6. Si entre los valores correspondientes de dos funciones , 
u = u (x) y v — v (x), que tienden a sus límites respectivos , cuando 
x a (o cuando x ->• oo), se cumple la desigualdad v ^ u, también se 
verificará que lím v lím u. 

Demostración. Dada la condición v — u ^ 0, y, de acuerdo con 
el teorema 5, lím (n — u) 0 o lím v — lím u 0, es decir, 
lím v lím u. 

Ejemplo 6. Demostremos que lím sen x = 0. Según la fíg. 42, si O A = 1 

x — *- 0 

y x > 0, tendremos AC — sen xf~AB — x, sen i<i. Es evidente que, siendo 



x < 0, tenemos [ sen i | < \ x \. Según los teoremas 5 y 6, podemos deducir 
de estas dos desigualdades que lím sen x = 0. 

x - 0 


Ejemplo 7. Demostremos que lím sen-^- = 0. 

x— >o 2 


En electo, 



< | sen x |. Por tanto* lím 
x-*0 


sen — = 0. 





46 


Límite. Continuidad de la función 


Ejemplo 8. Demostremos que lím cosa; = l. 

x->0 

Siendo eos x = 1 — 2 sen 2 , tenemos, lím eos x = lím (l — 2 sen 2 ] — 
2 : X-fO X-*0 V 2 / 

= 1 — 2 lím sen2-^- = 1 — 0 = 1. 

*->0 ¿ 

En algunas investigaciones respecto al límite de las variables es 
necesario, resolver dos problemas independientes: 

1) demostrar que una variable tiene su límite y determinar los 
confínes dentro dé los cuales se encuentra este límite. 

2) calcular el límite dado con el grado de precisión necesaria. 
A veces el primer problema se resuelve mediante el siguiente 

importante teorema. 

Teorema 7. Si la magnitud variable v es creciente , es decir , cada 
valor posterior de la misma es mayor que el anterior , y si ésta es acotada , 
o sea v <C M , entonces dicha variable tiene como límite lím v — a, 
donde a ^ M . 

En el caso de que la magnitud variable sea decreciente y aco- 
tada, el teorema correspondiente se enuncia de un modo semejante. 
No damos aquí, la demostración del teorema porque se basa en la 
teoría de los números reales, que no se considera en el presente curso. 

En los dos párrafos siguientes vamos a calcular los límites de 
dos funciones que tienen gran aplicación en las matemáticas. 

§ 6. LIMITE DE LA FUNCION , 

CUANDO x -v 0 

sen x 

La función — no está definida para x = 0, puesto que tanto 

x 

el numerador, como el denominador de la fracción se reducen a cero. 
Veamos el límite de esta función, cuando x — >■ 0. 



Consideremos una circunferencia de radio 1 (fig. 43); designemos 

71 

por x , el ángulo central MOB, siendo 0 < x •< . En la fig. 43 se 
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puede observar que: área a MOA < área del sector MOA < área 
A COA. ' (1) 

111 

Area A MOA = — O A -MB = — • 1 • sen x — — sen a:. 

1^1 i 

Area del sector MOA — — -gOA • A M = —— i -x= -—^x. 

Area A COA = i- O A • AC = y - 1-tga: = y tga:. 

Suprimiendo el factor 1/2, la desigualdad (1) se escribirá así: 
sen x < x < tg a:. 

Dividamos por sen a: todos los miembros y tendremos: 

* 1 


o sea, 


1 < < 

sen# cosa: 


. ^ sena: ^ 

1 > >cos x. 


Hemos obtenido esta desigualdad, suponiendo que x > 0. 

m • i , sen( — x) sena: _ . 

Teniendo en cuenta que — ^ — — 7 = y eos fc-x) = eos x , 

^ ( — x) x 



concluimos que la desigualdad también es válida para x < 0. Pero, 

sena: 


lím eos x = 1, lím 1 = 1. Por tanto, la variable 

jc -+0 x->0 X 


sí halla 


comprendida entre dos magnitudes que tienen 1 por límite. De este 
modo, de acuerdo con el teorema 4 del párrafo precedente tenemos: 


lím 


sena: 


La gráfica de la función y = 


sena: 

x 


se expone en la fig. 44. 



48 


Límite. Continuidad de la función 


Ejemplos: 

tgx ,, senx 1 ,, senx 1 1 

1) lim — — — lim lim lim =l-- r ==l. 

x->0 ^ x ^ x ce— >-0 x x-*Q ^OS x 1 


,, sen kx . sen kx , sen (/ex) 

2) lim = lnn A: — = = k lim — 777-r — = k-í = k (¿ = const). 

x ->0 x x ->-0 kx x ->-0 \ K X ) 

( ftx -+ 0 ) 


_ „ X X 

. 2 sen 2 — sen 

0 . ,, 1— cosx ,, 2 ,, 2 x 

3) lim = hm = lim sen — = 1*0 = 0. 

x -+0 x x ->-0 x x -*_0 x ¿ 


. , sen ax 
sen ax hm — 

OCX i 

. , i r sen ax . , a ax a x ^ u ala 

4) hm 5— = lim — 5 — -=-3 5 — - = -5 t — ~cT 

x -+0 sen px x-*o P sen px p sen px p 1 p 

~~W~ 25 “F" 


(a = const, $ = const). 


§ 7. NUMERO c 

Examinemos la magnitud variable 


M)"- 


donde n es una variable creciente que va tomando los valores: 
1, 2, 3, .... 


Teorema 1. La variable 


( 1 + t) a 


tiene su límite comprendido 


entre los números 2 y 3, cuando n— >■ 00 . 

Demostración. Según el binomio de Newton, podemos escribir: 

(•+h-+TÍ+" j Th ! -(h+ 


n (n — 1) (n — 2) 
1-2-3 


+ ••• 


... + 


n (n — 1) (n — 2) ... [¡ n — {n — 1)] 
________ “ 


( 9 '- 


Número e 
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Después de transformaciones algebraicas evidentes (1), obtene- 
mos: 

( 1 + I )" ==1 + 1 + _L( 1 _I) + 

+ rb( 1 -9( 1 -r)+" ; 

- < 2 > 
/ l \ n 

De la última igualdad se deduce que la variable I 1 + — 1 es 
creciente, cuando crece re. 

En efecto, cada uno de los sumandos crece al pasar del valor re 
al re + 1, es decir: 

ri( 1 -9 < r2( 1 -íTí)’ etc ’ ysea8rega 

un término más. Todos los términos del desarrollo son positivos. 

/ i \ n 

Demostremos que la variable I 1 -f- — J está acotada/Teniendo en 

cuenta que ^1 — <1; ^1 ^1 ^ < 1, etc., de la expre- 

sión (2) obtenemos la desigualdad 

1 


( l+ i)- <1+1+ x + . 


1-2 1-2-3 


1-2-3 


Considerando que 
1-2-3 2 2 


1-2-3-4 2 3 1-2- ... -re 2 71 " 1 

podemos escribir 

( 1+ <1 + 1 + l2+|s-+ ••• +^=I- 


Los términos subrayados en el segundo miembro de esta desigual- 
dad forman una progresión geométrica que tiene por razón q = 


4—601 
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— y y por primer término, a = 1; por esto: 


i Y 


i + - <1 + 


ii i 

1 + y + Y + ' ' ' + M 7 


1 - fiV 

= 1+ i^< = 1 + _L2l =1 

i-a .1 


‘-1- 


+ 




3. 


Por tanto, para todos n tenemos: 

( 1 + 9 <3 - 

De la igualdad (2) se deduce que 

{ í + jÍ> 2 - 

y por tanto obtenemos las desigualdades 


2 <( i+ 9"< 3 ' 


(3) 


Así pues, queda establecido que la variable ^1 + está acotada. 

/ 1 \ n 

Como la variable II + — I es creciente y acotada, tiene (según 

el teorema 7, § 5) pues, su límite. Este límite se designa con la 
letra e . 

Definición. Se denomina número e al límite*) de la variable 


Mr 


— I , cuando n — ► oo : 


Mr 


e = lím 

n -*■ oo 

Conforme al teorema 6, § 5, de la desigualdad (3) podemos dedu- 
cir que el número e satisface la desigualdad 2 ^ e -C 3. 

El teorema queda, pues, demostrado. 

El número e es irracional. Más adelante exponemos el método 
para su cálculo con cualquier grado de precisión. Su valor, con diez 
cifras decimales es: 

e = 2, 7182818284... . 


/ i \ n 

k ) Se puede demostrar que I 14- — I — >- e, cuando n — -)- oo, si n no 


es 


uña variable creciente. 
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( i V 

Teorema 2. La función I 1 -f- — J tiende al límite e cuando x tien- 
de al infinito : 

"T.O + r) ' 

/ 1 \ n 

Demostración* Hemos establecido que I 1 -f- — 1 — ► e, cuando 

rc — oo, si w toma valores enteros y positivos. Supongamos ahora 
que x tiende al infinito, tomando valores tanto fraccionarios como 
negativos. 

1) Supongamos que x — ► -f- 00 • Cada valor de # se halla compren- 
dido entre dos números enteros positivos 

n x C n -f- 1 . 

En este caso se cumplen las desigualdades: 

11 1 
n x 

111 

1 + ~> i + ^->1 

w a: 


(■+r>(-+0>K^r, 

Si a:->oo, es evidente que también n — ► oo. Hallemos los límites 


de las variables entre los cuales se encuentra la variable 
lím (l + i)" + ‘= lím (l + i)"(l + i) = 

n -+ + oo \ ^ / n ->■ + °o \ n J \ ^ / 


(■+¿r 


+ 


n + oo \ 

n 

( 1 + 

/ n -*■ + oo \ 

i y +i 

= lím - 

n-+ + oo 

».+ iJ 

1 

4 _ 

. 1 


lím 

n -*■ + oo 

1 

( 1 + 

n + ' 

1 1 

í 

n+i 

71+ lJ 

e 

lím 

U- 

1 

T =T 

n -*■ + °° \ 

n + 1/ 
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Por tanto, según el teorema 4, § 5, se tiene: 



2) Supongamos que x — oo. Introduzcamos una nueva variable 
t = —{x + 1) o sea x = — (t + 1)- Guando t — -foo, tendremos 
que x — — oo. Entonces 



El teorema queda demostrado. La gráfica de la función y = 
se expone en la fig. 45. 




Si en la igualdad (4) introducimos — = a, entonces tenemos 
a -> 0 (pero, a =¿= 0), cuando x -> oo, y obtenemos: 

lím (1 + a) a = e. 

a 0 
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Ejemplos: 


1) 

lím ( 

h-4- 

) n+5 = lím (l+-M T 

( 1 + 

^-) 5 = lím ( 1 X 


n— voo V 


• n-yoo \ ti J 

V 

n l n-voo \ ti J 


X lím 

íi+- 


= e. 




n-K» V 

n ) 






i 

\ 3x 

t 1 \x / 

1 

\ x / 1 \ X 

2) 

lim ( 

1+4- 

) = lim 

(h-M ( 

i+4 

) ( 1 +4) = 


x-*oo \ 

X 

• X-YOO 

\ X ) \ 

x 

/V x ) 




1 \ X w 

/ 1 


1 \x 


= lím 

(1 + 

— ) • hm 

(1+4) . 

lim ( 

1 _| ] = e - e- e = e 3 . 


X-+00 \ 

X / X-*oo 

V X ) 

X-*oo V 

x / 


t 

2 

\ X J 

r 1 \ 2y 



3) 

lim í 

1+4 

) =lim 

1 + 4) = 

= «». 



X~yoo \ 

X 

• y~>oo y 

y / 



4\ 

lím í 

x-j-3^ 

*+3 

= um 

(x—í -f 4 

\*+3 

-lím íl 1 4 ) X+3 


A 1 


i — 



ac-*oo V 

X — 1 ) 

X-+oo 

V x — 1 

/ 

3C-+00 \ X 1 / 


— lím 

(l+- 

4 .V X - 1,+4 = lim í 

1+ — 

\y+4 


X->00 

V 3 

5 — 1/ 

V-*° o ' 

y 

/ _ 


s 

i 


= lím 

(l +~ 

) y - lím 

(i+4) 

y-* °° 

V y . 

' y-*ao 

\ y / 


§ 8. LOGARITMOS NATURALES 

En el párrafo 8 del capítulo primero se ha definido la función 
logarítmica y — log a x. Gomo se sabe, el número a es la base de 
logaritmos. Si a = 10, entonces y se denomina logaritmo decimal 
del número x e y se escribe y = log x. En la escuela secundaria se 
estudian las tablas de logaritmos decimales, llamados también de 
Briggs, nombre del sabio inglés que los inventó (1556-1630). 

Los logaritmos que tienen por base el número e = 2,71828 . . ., 
se llaman naturales o neperianos , en honor del matemático Neper 
(1550-1 §17), uno de los primeros inventores de las tablas de logarit- 
mos. Por consiguiente, si e v = x , entonces y se denomina logaritmo 
natural del número x , y se escribe así: y = ln x, en lugar de y = 
= log e x. (Véase las gráficas de las funciones y — lnxey = \gx 
en la fig. 46). Determinemos ahora la correlación que existe entre 
logaritmos decimales y los naturales de un mismo número x. Supon- 
gamos que y — log x, o sea x = 10 y . 

Tomemos los logaritmos naturales de los dos miembros de la 
última ecuación, escogiendo e como base, y tendremos: ln x = 

1 

= y ln 10, de donde y = - — ^ ln x. Sustituyendo el valor de y ten- 
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dremos: 


log¿ 


ln#. 

ln 10 


Lo que quiere decir que, cuando se conoce el logaritmo natural 
de un número x, se puede hallar su logaritmo decimal, multipli- 

1 

cándolo por el factor M = T ~ 0,434294, valor que no depende 

ln 10 



de x. A este factor M se le denomina módulo o factor de transición 
de los logaritmos naturales a los decimales: 

log x = M ln x. 

Al introducir en esta identitud x = e, hallarelhos la expresión 
del número M por medio de logaritmos decimales: 

log e = M (ln e = 1). 

Los logaritmos naturales se expresan en logaritmos decimales 
de la manera siguiente: 

lnx= — logx, 

donde ¿ = 2,302585. 

M 

Observación. Existen tablas especiales para el cálculo de 
logaritmos naturales. 

§ 9. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES 

Supongamos que la función y = / (x) está definida para cierto 
valor x$ y en cierta vecindad de centro en el mismo punto. 

Sea: y 0 = / (*<>). 

Si x recibe cierto incremento Ax (positivo o negativo), y toma 
el valor x = x 0 + Ax, la función y también resultará incrementada 
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en A y. El nuevo valor incrementado de la función será y 0 + A y = 
= f (x<¡ + Ax) (fig. 47). El incremento de la función A y se expresa 
mediante la fórmula 

A y -= f (x 0 + Ax ) — / (x 0 ). 



Definición 1. La función y — f (x) se considera continua , para 
el valor de x — x 0 (o en el punto x 0 ), si está definida en cierta vecin- 
dad del punto x 0 , (incluido el punto x 0 ) y si: 

lím Ay = 0 (1) 

Ax -*■ 0 

o, lo que es lo mismo, 

lím [/ (x 0 -f- A x)—f (a: 0 )] = 0. (2) 

Ax -*■ 0 

La condición (2) se puede escribir así: 

lím / (# 0 + Ax) = f (x 0 ) 

Ax -*■ 0 

Ó 

lím f(x) = f(x 0 )... (2) 

X -*■ Xq 

En lenguaje geométrico la continuidad de la función en el punto 
dado significa que la diferencia de las ordenadas de la gráfica 
y = f (x) en los puntos x 0 + Ax y x 0 será, en valor absoluto, arbi- 
trariamente pequeña a condición de que | Ax | sea lo suficientemente 
pequeño. 

Ejemplo 1 . Demostremos que la función y = x 2 es continua en el punto 
x 0 , arbitrariamente elegido. En efecto, 

yo = xb yo+óp = (x 0 + Ax)2, Ap = (o: 0 -f Aa:) 2 — J§ = 2x 0 Aa:4-Ax 2 , 

lím A y— lím (2z 0 Aa;-}- Aar 2 ) = 2x lím Ax-}- lím Ax- lím Ax = 0, 

Ax-*0 Ax-»0 Ax-vO Ax->0 Ax->0 

independiente del modo en que Ax tiende a cero (fig. 48 a y ó). 
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Ejemplo 2. Comprobemos que la función y = sen x es continua en cual- 
quier punto arbitrario x 0 . En efecto, 

y 0 = senx 0 , y 0 + Aj/ = sen (x 0 -fAx), 


Ax 


Ay = sen (x 0 -f-Ax) — sen x 0 = 2 sen— • 


eos 





\ % # \ 
Ya hemos visto que lím sen — ^ = 0 (ejemplo 7, §5). La función eos [ x-j — — ) 
Ax-vO ¿ \ ¿ J 

§stá acotada. Por consiguiente, 

lím Ay = 0. 

Ax->0 

Del mismo modo se puede demostrar que cualquier función 
elemental fundamental es continua en cada punto en el que la fun- 
ción esté definida. 

Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 1. Siendo las funciones /i ( x ) y f 2 (.r) continuas en el 
punto x 0 , su suma oj) (a;) = fi (.r) + fz ( x )-> también será función con- 
tinua en el mismo punto x Q . 

Demostración. Siendo continuas /i {x) y / 2 {x), de acuerdo con 
la igualdad (2'), podemos escribir: 

lím f i (x)=f i (x 0 ), 

X-+XQ 

lím / 2 (x) = f 2 (x 0 ). 

X-+XQ 

Según el teorema 1 sobre límites, tenemos: 
lím (x) = lím [/ 1 (a:) + f 2 (x)] = lím / t (x) -f lím f 2 (x) = 

X -> Xg X -> Xg X -*■ Xq X -> Xg 

= fi ( x o) + Í 2 (*o) = ( x o), es decir, 

la suma ij) (x) = f t (x) + / 2 (#) es una función continua, como se 
trataba de demostrar. 

Gomo corolario, observemos que el teorema citado es válido 
para cualquier número de sumandos. 
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Basándose en las propiedades de los límites, se puede demostrar 
también los teoremas siguientes: 

a) El producto de dos funciones continuas es una función con- 
tinua. 

b) El cociente de dos funciones continuas es una función conti- 
nua, si el denominador no se reduce a cero en el punto considerado. 

c) Si u = <p (x) es una función continua para x = x 0 y si / (u) 
tambiéíi es continua en el punto uo = <p ( x 0 ), la función compuesta 
/ [<p (z)] será continua en el punto x 0 . 

Basándose en estos teoremas se puede formular el siguiente teo- 
rema. 

Teorema 2. Cualquier función elemental es continua en cada punto 
en el cual la función está definida. 


Observación. Dado que en la igualdad (2') 
lím f(x) = f(x 0 ), 

X-*X 0 

x 0 — lím x , 

x -> X 0 

podemos escribirla así: 

lím f(x)=f( lím x ) , 

X -*■ Xq X -*■ Xq 



es decir, que para hallar el límite de la función continua cuando 
x-±-x 0 , "basta sustituir el argumento x por su valor x Q en la expre- 
sión de la función. 


Ejemplo 3. La función y—x 2 es continua en cualquier punto x 0 , y por 
tanto: 

lím x 2 = x%, 
x ~+ x o 

lím x 2 = 3 2 =9. 

x~v3 

Ejemplo 4. La función y ~ senx es continua en cualquier punto, de donde 


n 


lím sen x = sen , 
n 4 

4 


V2 
2 ' 


Ejemplo 5. La función y = e x es continua en cualquier punto y por 
tanto: lím e x = e a . 
x->a 

Ejemplo 6. 

lím _L ln (l _j_ x) = lím ln [(1 -f- x) x ] . 

x-vü x x->0 x x-+0 

_1_ 

Ya que lím (i + z ) x =e y la función ln z es continua para z>0y, por lo tanto, 
x-t-0 



58 


Límite. Continuidad de la función 


para z = e, se tiene 

_L J_ 

lím ln [(1 -f x) * ] = ln [ lím (1 -f- x) x ] = In e = i. 

* — » o x o 

Definición 2. Se dice que la función y = / (x) es continua sobre 
el intervalo dado (c, ó), donde a < b, siempre que ésta sea continua 
?n cada uno de sus puntos. 

Si la función está definida también en el punto x = a siendo 
lím f (x) — f (a), se dice que en el punto x — a la función / (x) es 

.T~>a-fü 

continua por la derecha. Siendo lím / {x) = / (ó), se dice que en el 

x-*b— 0 

punto x — b la función / (x) es continua por la izquierda. 

Si la función / (x) es continua en cada punto del intervalo (a, b), 
y lo es al mismo tiempo en los extremos de éste (por la derecha y por 
la izquierda, respectivamente) se dice que la función / (a:) es continua 
en el intervalo o segmento cerrado [ a , ó]. 

Ejemplo 7. La función \j — x % es continua en cualquier segmento [a, b ], 
como se deduce del ejemplo 1. 

Si en algún punto x — x 0 para la función y = f (x) no se cumple 
por lo menos una de las condiciones de continuidad, es decir, si 
para x — x 0 la función no está definida o no existe-el límite lím / (x) 

o bien lím / (a: 0 ) ^ / (x Q ) cuando x x 0 de una manera arbitra- 

x-^x„ 

ria, a pesar de que existen las expresiones a la derecha y a la izquier- 
da, entonces la función y = f (x) es discontinua , cuando x — x Q . 
El punto x = Xq se denomina, en este caso, punto de discontinuidad 
de la función. 

1 

Ejemplo 8. La función V = ~ es discontinua cuando x~Q. En efecto, 
cuando x = 0, la función no está definida: 

1 1 

lím — — +°o í lím — — — oo. 

x-vO-f-0 x x-+Q — 0 x 


Es fácil demostrar que esta función es continua para cualquier valor 
de x ^=- 0. 

1 

Ejemplo 9. La función y = 2 x es discontinua en x = 0. En efecto, 
1 i 

lím 2 X = óo, lím 2 3C = 0. La función no está definida en x = 0 (fig. 49). 

%. — > 0 0 x—> o — o 
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x x 

Ejemplo 10. Examinemos la función f(x) — -j—^-. Si z<0, 


■= — 1 , 


para z>0, — t- = 1. Por consiguiente, 

I x I 


lim /(x)== lím 
x — ► 0 — 0 x-+Q — 0 



— 1; lim /(*) = lím -¡ — r = 1; 
x->0+0 x-MJ+0 M 


cuando x = 0 , la función no está definida. De esta manera hemos establecido 


que la función f(z) 


es discontinua en x~0 (fig. 50). 



y 

i 

y=f(x) 

0 

1 x 

y=f(x) -i 

1 

Fig. 50 


Ejemplo 11. La función </=sen — examinada en el ejemplo 4, § 3, es 
discontinua en * = 0. 

Definición 3. Supongamos que la función / (a:) tiene los límites 
finitos: lím f (x) = f ( x 0 + 0) y lím / (x) = / ( x 0 — 0), que son 

x->x o -j-0 *->-*o — 0 

desiguales, es decir: lím / (x) =#= lím / (a:), o el valor de la función 

x-»x o +0 x~*x 0 — 0 

f (x) no está definido, cuando z = x 0 . En este caso, el punto x = x 0 
se denomina punto de discontinuidad de primer género. (Para la fun- 
ción examinada en el ejemplo 10, el punto x — 0, es un punto de 
discontinuidad de primer género). 

§ 10. ALGUNAS PROPIEDADES 
DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 

En este párrafo examinaremos algunas propiedades de las fun- 
ciones continuas sobre un segmento. Estas propiedades las presen- 
taremos como teoremas cuya demostración no se da en este libro. 

Teorema i. Si la función y — f (x) es continua sobre cierto segmen- 
to [a, b] (a x b), siempre se encontrará en este segmento por lo 
menos un punto x — Xi tal que el valor de la función en dicho punto 
satisfaga la correlación 


f (^i) >/ (*)> 


60 


Límite. Continuidad de la función 


en la que x es cualquier otro punto del segmento, y se encontrará tam- 
bién por lo menos un punto x 2 tal que el valor de la función en el mismo 
satisfaga la relación 

El valor de la función / (a^) se llama valor máximo de la función 
y — f (x) en el segmento [a, b\ y el de la función / (x 2 ) sé denomina 
valor mínimo de la función en el mismo segmento ía, b\. 



Este teorema se enuncia brevemente así: la función continua sobre 
el segmento a ^ x b alcanza , una vez por lo menos , su valor máximo 
M y su valor mínimo m. 

La interpretación geométrica de este teorema se representa en 
la fig. 51. 

Observación. El teorema enunciado puede no jer cierto, debido 
a que entre los valores de la función mencionada pueden no existir 
los valores máximo y mínimo en el intervalo a <C x <; b. Si, por 
ejemplo, examinamos la función y = x en el intervalo 0 <i< 1 
no hallamos entre sus valores el máximo, ni el mímimo. En realidad 
esto debe ser así, pues no existe el punto extremo izquierdo, ya 
que si tomamos cualquier punto x* habrá siempre otro punto, por 

ejemplo , más a la izquierda que x* . Por la misma razón no existe 

el punto extremo derecho y, por tanto, no puede haber valor máximo 
ni mínimo de la función y — x. 

Teorema 2. Si la función y — f (x) es continua en el segmento 
[a, ó,], tomando en los extremos de éste valores de signos contrarios , 
entre los puntos a y b se hallará por lo menos un punto x — c, en el 
que la función se reduce a cero : 

f(c)~ 0, fl<c < b. 

Este teorema tiene una sencilla interpretación geométrica. 
La gráfica de la función continua y = f (x), que une los puntos 
Mi [ a , f (a)] y M z 16, f (6)1, donde / (a) < 0 y f (b) > 0 (o / (a) > 0 
y / (b) < 0), corta el eje Ox por lo menos en un punto (fig. 52). 
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Ejemplo. Sea la función y = x* — 2. Se tiene: y x== t — — 1, y x= — 6. 
Esta función es continua en el segmento [1,2]. Por tanto, en éste existe un 
punto donde y — x 3 — 2 se reduce a cero. En efecto, y~ 0 cuando x — y2 

(fig. 53). 




Fig. 53 


Teorema 3. Sea y = f (x) una función definida y continua sobre 
el segmento [a, fe]. Si en los extremos del segmento dado la función 
toma valores diferentes f (a) = A, f (fe) = B, siempre se encontrará 




un punto x — c, comprendido entre a y fe, tal que f (c) = fx, cualquiera 
que sea el número p. comprendido entre los valores A y B. 

Este teorema se interpreta claramente en la fig. 54. En el caso 
dado, cualquier recta y = p, cortará la gráfica de la función y — f (x)> 

Observación. El teorema 2 es un caso particular del teorema 3, 
ya que, teniendo A y B signos contrarios, podemos tomar el número 0 
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como valor de \i, y entonces p, = 0 resultará comprendido entre los 
números A y É. 

Corolario del teorema 3. Si la función y = f (x) es continua sobre 
cierto intervalo , tomando los valores máximo y mínimo , se puede deducir 
que en el intervalo enunciado la función toma , por lo menos una vez, 
cualquier valor comprendido entre sus valores extremos . 

En efecto, supongamos que / (xj — M , / ( x 2 ) = m. Según el 
teorema 3, en el segmento [x i7 x 2 ] la función y = f (x) toma cual- j 

quier valor p,, comprendido entre M y m. Pero el segmento [x i7 x 2 \ i 

se encuentra dentro del intervalo considerado, en el cual está defi- 
nida la función f (x) (fig. 55). 


§ 11. COMPARACION DE LAS MAGNITUDES 
INFINITESIMALES 

Supongamos que unas cuantas magnitudes infinitamente peque- 
ñas (infinitesimales) a, p, 7, . . . son funciones de un mismo argu- 
mento x, y tienden a cero cuando x tiende al límite a o al infinito. 
Analicemos la tendencia de estas variables a cero, considerando la 
razón de las mismas.* 

En adelante usaremos las siguientes definiciones. 

O 

Defiaición 1. Si la razón— tiene un límite finito y” distinto de 
/ a „ 

cero, es decir, que lím — — A =¿= 0 y, por tanto, lím 

a p A 

se dice que las infinitesimales a y (3 son del mismo orden. 


Ejemplo 1. Supóngase que a = x, P — sen 2x, donde x 
nitesimales a y P son del mismo orden, ya que 


0. Las infi- 


lím ~ 
*-+o a 


, , sen 2x 

= lim = 2 . 

*->■0 x 


Ejemplo 2. Cuando x 0, las infinitesimales x, sen 3x, tg 2x, 7 ln (1 + x) 
son todas del mismo orden. La demostración es análoga a la del ejemplo 1. 

R 

Definición 2. Si la razón — de dos infinitesimales tiende a cero, 

a 

OC Gt 

es decir, si lím-5- = 0 (y lím -5- = 00), entonces la infinitesimal p 
P P 

se denomina infinitesimal del orden superior que a; recíprocamen- 
te, a será una infinitesimal de orden inferior que p. 


*) Partimos de que la infinitesimal que sirve de denominador no se 
reduce a cero en alguna vecindad del punto a. 
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Ejemplo 3. Supongamos que a — x, P = x«, n > 1 , j->0. La inifinite- 
simal P es de orden superior que la a, puesto que 

lím — — = límx n-t = 0 . 

x ->-0 x X -+-0 

Recíprocamente la infinitesimal a es de orden inferior que la p. 

Definición 3. Se dice que p es magnitud infinitamente pequeña 
de orden k respecto a a, si p y a h son infinitesimales del mismo orden, 

O 

es decir, si lím = A ^ 0. 
a k 

Ejemplo 4. Si a = x, P = x 3 , cuando x -*• 0, la infinitesimal P es una 
infinitesimal de tercer orden respecto a la infinitesimal a, puesto que: 

fi x 3 

lím = lím 7 — 75 = 1 . 

.r-+0 a X-+0 ( x r / 

o 

' Definición 4. Si la razón de dos infinitesimales — tiende a la 

a 

O 

unidad, es decir, si lím ~ = 1, estas infinitesimales se denominan 

equivalentes: y se escriben así: a ~ p. 

Ejemplo 5. Supongamos que a = x y P = sen x, donde x 0. Las infi- 
nitesimales a y P son equivalentes, puesto que 

, , sen x . 

lim = 1. 

x-í’O x 

Ejemplo 6 . Supongamos que a = x, P = ln (1 -f- x), donde x 0. Las- 
infinitesimales a y P son equivalentes, ya que 


i¡ m ln(1+x> =i 


(véase ejemplo 6 , § 9). 

Teorema 1. Si a y p son infinitesimales equivalentes, su diferen- 
cia a — p es una infinitesimal de orden superior que las a y p. 
Demostración. En efecto, 

lím — — = lím ^1 — = 1 — lím — = 1 — 1 = 0. 


— lím =1 — 1 = 0. 
a 


Teorema 2. (Recíproco del anterior). Si la diferencia de dos infi- 
nitesimales a — p es una infinitesimal de orden superior que las- 
a y p, éstas son infinitesimales equivalentes. 
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Ct ft 

Demostración. Supongamos que lím — ^ - 


0, entonces: 


lím í 1 — — 1 = 0, o sea, 1 — lím — = 0, o bien, 1 = lím — , 
Va/ a a 


decir, a « |3. 

Si lím Q - Q - = 0, se tiene lím [~ — l) =0, o bien lím-^- — 1, 
P K P J P 

es decir, a « |3. 

Ejemplo 7. Supongamos que a = x y p = x -{- x 3 , donde x 0., 

Las infinitesimales a y p son equivalentes, ya que su diferencia p — a = 
= x 3 es una infinitesimal de orden superior que a y p. En efecto, 

lím — — — == lím = lím x 2 = 0, 

x->o a x-*-o x x-*-o 

,, a— p x 3 x 2 

P *->0 x + x* *_ > o 1 + a:2 

Ejemplo 8. Cuando x— >-oo, las infinitesimales a = — ^ — y p = — son 

equivalentes, puesto que su diferencia a — p = es una infi- 

nitesimal de orden superior que a y (3. El límite de la razón a respecto 
a P es 1: 

x-f-l 

lím — = lím — — = lím lím =i. 

a 3C-KJ t> 1 X-t-oo x X-*oo \ x ) 


Observación. Si la razón — de dos infinitesimales no tiene límite 

a 

y no tiende al infinito, entonces 0 y a no son comparables en el 
sentido mencionado anteriormente. 

1 

Ejemplo 9. Supongamos que a—x , p = xsen— , donde x— »-0. Las infi- 

D | 

nitesimales a y (3 no son comparables, dado que su razón — = sen — no 

GC X 

tiende a ningún límite finito, ni infinito, cuando x— »-0, (véase ejemplo 4 § 3). 


Ejercicios para el capítulo II 

, Calcular los límites siguientes: 

-i 2x — I 5 

1. lím . Respuesta : 4. 2. lím [2senx — cosx-f-cotgx]. Respues- 

x-»-l x ¿ -\-\ n 


ta: 2. 3. lím X ^ 
x->-2 ~\/2-\-x 


í 1 4 \ 

. Respuesta’. 0. 4. lím (2 1 — 5- 1 . Respuesta’. 2. 

X-*oo V xx 2 / 


Ejercicios para el capítulo II 
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1 , 4x 3 2x 2 + 1 4 ,, x — |— i 

5. lim ^—3 — = — . Respuesta: . 6. lim . Respuesta: 1. 

OX^— D O -v-irv-i x 


7. Iím 

n— >00 


X-voo 

1 -f- 2 -j- . , . -f- Tí 


a:— voo 

, .Respuesta:^-. 8. Iím — + 23 + _ 33 + • • ; + l¡2 . fl M - 

ra 2 2 n 3 


1 


puesta: . 

Indicaciones. Expresemos la fórmula (k-\-i)^- r fc 3 = 3fe 2 + 3/r + 1 para 
k — 0, 1, 2, . . . , n. 

13 = 1; 

23— l3 = 3-12+3-l-{-l; 

. 33— 23= 3-22+3-2+1; 


(n+1) 3 — n3 = 3n2 + 3n+l. 

Sumando miembro a miembro, se obtiene: 

(n-{- 1) 3 = 3 (l 2 — {- 2 2 -}— ... — J— n 2 ) -{-3 (1 -f-2-f- . . . -f- ra ) + (n + 1), 


(rc+l) 3 = 3(l 2 + 2 2 +...+n 2 ) + 3-^^+(n + l), 


de donde 


18 + 2*+ . .. + n 2 = 


n (rc + 1) (2n+ 1) 


<j*2 1 ^ 2x . ^ 

9. iím — 0 ■ , F . Respuesta: co. 10. Iím — . Respuesta: 0. 


X->oo X 3 + 4 

i — 1 t , x^ — - 4 

11. Iím — Q - „ ^ . Respuesta: -?r ■ 12. lim =- . Respuesta: 4. 

*—>■0 5x +" 1 " x— *2 x ¿2 


x-vao 2x + 5 
, 4x 3 — 2x 2 + x 


X 3 — 1 

X-vl x—í 


x 2 — 5x + 6 
^ x2 — 12X + 20 


15. Iím — — . Respuesta: 1. 16. Iím - . Respuesta: — — . 

- x -2 3x2— ox— 2 r y — > — 2 y 2 — í/ — 6 r 5 

17 . lün » 3 +*g+*; . Respuesta: 0. 18. Hm (* + *) 3 -* 8 , j; 3x ». 

u->-2 (u + 2)(u — 3) r A-0 ¿ 

r l 3 -i /[ 

19. Iím -r t— i . Respuesta: — 1. 20. Iím — . Respuesta: n 

x-+2 L 1 x 1 x J x— >1 * 1 

1 I ^ ^ 

(re es un número entero positivo). 21. Iím — . Respuesta: — . 

x->0 x 2 


22. Iím - . Respuesta: . 23. Iím 

x-+4 1/x- — 2 — "\/2 " x-*-o 1/ x 2 + g2 — ^ 

iTx’— 1 2 T V~x — rn /~a 

puesta: — . 24. Iím — ■ . Respuesta: . 25. Iím — • . Respuesta : 

p x->i y*— 1 ^ 3 - 


x->a 


x — a 


Ü. 26. lim V 6tí+ 3,2 ~ 1 . Respuesta: ± • »• «m 

ma x-*-0 * 2 x->+oo y x 3 1 

l/x 2 1 1 

ía: 1. 28. Iím ■ . . Respuesta : 1 cuando x— >- + 00, — i cuando x— — co. 

X-voo x -f- 1 


5—601 
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29. lím ("\/x 2 + l — ~[/x 2 — l). Respuesta: 0. 30. lím x(~l/® a + l — x). Res- 

X— >oo X— *oo 4 

1 sen x 

puesta : - 7 T- cuando a;— — oo cuando x — — co. 3i. lím — • . Res - 

¿ x->0 tg * 

sen 4r , sen2 "3" 1 

puesta: í. 32.. lím . Respuesta: 4. 33. lím 5 . Respuesta: ~pr . 

x-*o * x -0 *2 9 

r x 2 

34. lím — . . Respuesta: — — ■ . 35. límxcotgx. Respuesta: 1. 

x-*-f 0 Vi — 008 x 1/2 x->0 


36. lím — - — 2 eos v ^ Respuesta: ~[/3. 37. lím (1 — z) tg • Respuesta: — 

z-*l 2 Jl 


f 3 ™ (—t) 

„ 0 „ 2arcsen* D , 2 on ., sen (a 4- x) — sen (a— z) „ 

38. hm ~ . Respuesta: . 39. lim — — — - — - . Res- 


x-*0 


x-»0 


puesta: 2 eos a. 40. lím — ~ n X - . Respuesta: 4-. 41. lím fl4-— ^ . Res- 

x-*-0 x 2 x-*oo \ ® / 

puesta : « 2 . 42. lím (l — — ^ . Respuesta : — . 43. lím ( -j-y — ) . Respues- 

X-+00 \ x / e X-*oo \ * T 1 / 

1 / 1 \ 

ío: — . 44. lím (l-| J . Respuesta : e. 45. lím {n [ln (n-f- 1) — lnn]}. 

e twoo V n i n-y 00 

Respuesta: 1. 46. lím (l-J-cosx) 3scx . Respuesta: e 3 . 47. lím iil . 


X-+-0 


Respuesta: a. 48. lím (4~rT"l • R es P uesta '> e • 49. lím (1 4 3 tg 2 x) cotg2x . 

x— ♦■«jo V 2 ® -J - 1 / x ->0 

Respuesta: e 3 . 50. lím feos — ^ . Respuesta: 1. 51. lím . 

m-yoo \ ^ « (Z-+00 ® 

sen (xx 

Respuesta: 1 cuando a— »- + co, 0 cuando a— >■ — 00 . 52. lím ^ — . 

x-yQ senpx 

^ | 

Respuesta: . 53. lím (a>l). Respuesta: +00 cuando x + 00 , 

P X->-00 x 

4" e ax — e& x 

0 cuando x— — 00 . 54. lím nía — 1]. Respuesta: Ina. 55. lím 


x->0 x 

ax 0x 

Respuesta: a — P- 56. lím 5 — • Respuesta: 1. 

x->0 senai — senpa: 

Determinar los puntos de discontinuidad de las funciones: 
x 1 

57. y — ~. — ¡~ — — jr . Respuesta : Discontinuidad para a;— — 2; —1; 0; 


x (x -j— 1 ) (x 2 — 4) 

1 2 

2. 58. y = tg — . Respuesta: Discontinuidad para i=0yi = + — 
x Jl 

2 


_ 2 _. 

3it * ' ‘ " 


(2n-f 1) ji 







Ejercicios para el capítulo II 


59. Hallar los puntos de discontinuidad de la función y =1 + 2* y cons- 
truir la gráfica de esta función. Respuesta : Discontinuidad para x = 0 {y — »-+oo 
cuando x — >-0 + 0, y— »-l cuando x— >-0 — 0). 

60. Entre las infinitesimales (cuando x— >~0) siguientes: x 2 , *|/x(l — x), 
sen3x, 2x eos x iTtg 2 x, xe 2x , elíjanse las infinitesimales del mismo orden 
que la infinitesimal x, así como las de orden superior e inferior a x. Res- 
puesta: Las infinitesimales del mismo orden son: sen 3x y xe ix , las de orden 
superior x 2 y 2x eos l^tg 2 x y la infinitesimal de orden inferior es ~[/ x (1 — x). 

61. Entre las infinitesimales indicadas (cuando x-^-0) hallar las infinitesi- 

1 

males que son equivalentes a la infinitesimal x: 2senx, — tg2x, x — 3x2, 

+'2x 2 + x 3 , ln(l + x), x 3 + 3x 4 . Respuesta : -|-tg2x J x — 3x 2 , ln(l + x). 

62. Demostrar que, cuando x— >-l, las infinitesimales 1 — x y 1 — jTxson del 

r \ - 

mismo orden. ¿Serán equivalentes? Respuesta: lím —^=3, por consi - 

x— +-i 1 — y x 

guiente, las infinitesimales son de un mismo orden, pero no son equivalentes. 


5 * 



CAPITULO III 


DERIVADA Y DIFERENCIAL 


§ 1. VELOCIDAD DEL MOVIMIENTO 


Examinemos el movimiento rectilíneo de un cuerpo sólido, 
por ejemplo, el de una piedra lanzada verticalmente hacia arriba 
o el de un pistón en el cilindro de un motor. 

Haciendo abstracción de las dimensiones y configuración con- 
cretas del cuerpo, imaginémoslo en adelante como un punto móvil M. 
La distancia s del punto móvil, que se mide a partir de cierta posi- 
ción inicial A/ 0 , dependerá del tiempo t, es decir, s será función de t : 

5 = f (t). (1) 


Supongamos que en un instante dado* t, el punto móvil M se 
encuentre a la distancia s de la posición inicial M 0 y unos instan- 
tes después, t + Ai, se encontrará en la posición Mi, a la distancia 
s + As de la posición inicial (fig. 56). Por consiguiente, durante 
el intervalo de tiempo Ai el espacio recorrido s ha cambiado en una 
magnitud As. Se dice que, en este caso, en el intervalo de tiempo 
Ai la magnitud s adquirió el incremento As. 

, As 

Consideremos la razón . Esta representa la velocidad media 
del pünto durante el tiempo Ai: 


v 


rn 


As 

Ai 


(2) 


Sin embargo, la velocidad media no puede caracterizar, en todos 
los casos, con la debida precisión, la rapidez del desplazamiento 
del punto M en el momento i. Así, por ejemplo, si el cuerpo al co- 
mienzo del intervalo Ai se desplaza con rapidez, mientras que al final 
de éste lo hace lentamente, la velocidad media no podrá reflejar 
estas peculiaridades del movimiento del punto y damos una idea 
correcta de la velocidad real de su movimiento en el instante t. 


*) Aquí, y en adelante, el valor concreto de una variable lo designaremos 
con la misma letra que empleamos para la propia variable. 


í 



Velocidad del movimiento 


Para expresar la velocidad real con mayor precisión, sirviéndose de 
la velocidad media, es necesario tomar un intervalo de tiempo A t 
menor. El límite hacia el cual tiende la velocidad media, cuando 
A t — »- 0, caracteriza de la manera más completa la velocidad del 
punto en el instante t. Este límite se llama velocidad del movimiento 
en el instante dado: 

v= lím — • (3) 

aí-*oAí 

Así, pues, la velocidad del movimiento en el instante dado se llama 
límite de la razón del incremento del espacio recorrido As al incre- 
mento de tiempo Ai, cuando éste último incremento 
tiende a cero. 

Desarrollemos la igualdad (3). 

Como JM, „ 

As = f(t+ Ai) - f (i) "U | 

obtenemos ' 

0 = lím ( 3’) U 

A f o A t 

que será la velocidad del movimiento no uniforme. De Fig. 56 
este modo vemos que el concepto de velocidad del mo- 
vimiento no uniforme está estrechamente unido al de límite. Sólo 
a través del concepto de límite se puede determinar Ta velocidad 
del movimiento no uniforme. 

De la fórmula (3') se deduce que v no depende del incremento de 
tiempo Ai, sino del valor t y del carácter de la función / (£). 

Ejemplo. Hallar la velocidad del movimiento uniformemente acelerado 
en un instante arbitrario t y en el t = 2 seg, si el espacio recorrido en función 
del tiempo se expresa por la fórmula siguiente: 


Fig. 56 


s =T* í2 - 

1 

Solución. En el instante t se tiene: s — ^gt 2 , y en el instante í + A/ 


tendremos: 


s- + As = 1. g (z + Ai) 2 g (t 2 + 2t At + A/2). 


1 11 

Calculemos ahora As: As = -=- g (í 2 + 2íAZ-f A/ 2 ) — K-gt 2 — gt&t-\-— gkt 2 y ten- 

¿é ¿t z 

dremos la razón : 

A / 


í/Aí + ygA/2 

Tt = £ Aí - 
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Según la definición de velocidad tenemos: 

■ As / 1 \ v 

V «=> lím — = lím \gt -j- -s- gM ) = gí. 

At-*-0 AÍ-+0 V ¿ / 

Así pues, la velocidad en un instante t cualquiera es »= gt. Guando 
1=2 tenemos (v) t = 2 = g- 2 — 9,8-2 = 19,6 m/seg. 


§ 2. DEFINICION DE LA DERIVADA 

Sea 

y = f (i) 

una función definida en cierto intervalo. A cada valor del argu- 
mento x en este intervalo corresponde un valor determinado de la 
función y — f (x). 

Admitamos que el argumento x tome un incremento Ax, (posi- 
tivo o negativo, no importa). Entonces, la función y tomará cierto 
incremento A y. De este modo: 

al valor del argumento x le corresponde y = f (x), 
al valor del argumento x + Ax le corresponde y -f- Ay = 
= / (x 4- Ax). Calculemos el incremento de la función Ay: 

Ay — f (x + Ax) — / (x). (2) 

Veamos la razón del incremento de la función al del argumento: 

Ay = / (x + Ax) — / (x) - . 

Ax Ax K 


Hallemos el límite de esta razón, cuando Ax -> 0. Si existe 
este límite se llama derivada de la función dada / (x) y se designa 
por /' (x). Según la definición tenemos: 

f'(x)= lím 

Ax -*• o Ax 


o sea. 


f (x) = 


lím 

Ax -*■ 0 


/(x-f Ax)-/ (x) 
Ax 


( 4 ) 


Por consiguiente, se llama derivada de la función dada y — f (x), 
respecto al argumento x, el límite de la razón del incremento de 
esta función Ay al incremento del argumento Ax, cuando éste 
tiende a cero de manera arbitraria. 

Observemos que en el caso general, a cada valor de x le corres- 
ponde un valor determinado de la derivada f (x), es decir, la deri- 
vada es también función de x. 
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Simultáneamente con la notación /' ( x ) para la derivada se 
emplean también, otras designaciones. Por ejemplo: 

dy 

V’ »*• &• 

El valor concreto de la derivada, para x = <2, se designa por 
/' («) O y' L =a. 

La operación que tiene por objeto hallar la derivada de la fun- 
ción / (z), se llama derivación de esta función (se usa también el 
término « diferenciación »). 

Ejemplo 1 . Dada la función y = x 2 . Hallar su derivada y*: 

1) en un punto cualquiera x, 

2) para x = 3. 

Solución. 1) Cuando el valor del argumento es igual a x, y = x 2 . Cuando 
el valor del argumento es igual a x + Ax, p -j- Ay = (x -f- Ax) 2 . 

Hallemos el incremento de la función 

Aj/ = (x-f-Ax) 2 — x 2 = 2xAx-j-(Ax) 2 . 


Formemos la razón ^ : 

Ax 


Ay 2xAx-f-(Ax) 2 


2x + Ax. 


Pasando al límite, encontraremos la derivada de la función: 

y' — lím —- = lím (2x + Ax) = 2x. 

Ax-+0 Ax Ax-+0 

Así, pues, la derivada de la función y = x 2 en un punto cualquiera se 
expresará por: 

y' = 2x. 

2) Para x = 3 obtendremos: 

y' lx=3 =2*3 = 6. 

Ejemplo 2. 

1 

y = — ; hallar y'. 

Solución. Como en el ejemplo anterior, tendremos 


1 , . 1 
y+^y=j+r X ’ 


1 1 _ x — x — Ax __ 

x -f- Ax x — x (x -f- Ax) ~ 

A y 1 . 

Ax x(x-j-Ax)’ 


Ax 

x (x — j— Ax) ’ 


{/' = lím lím \ . 1 = — \ . 

ii-vO Ax Ax->-0 L X(x + Ax)j X 2 
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Observación. En el párrafo anterior se estableció que, si el 
espacio s recorrido por el punto móvil, en función del tiempo t, 
viene dado por la fórmula 

s = f (t), 

entonces la velocidad v en el instante t se expresará por la fórmula: 


Km lím fSLt^tzlñ 

Ai -► 0 At Ai -► 0 A t 


Por tanto, 


v=s t = f (£), 

es decir, la velocidad es igual a la derivada* del espacio respecto 
al tiempo t. 


§ 3. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA 

Hemos llegado al concepto de derivada, examinando la veloci- 
dad del movimiento de un cuerpo (punto), es decir, partiendo de 




razonamientos puramente mecánicos. Ahora daremos a la derivada 
otra interpretación, la geométrica , también muy importante. 

Para ello es necesario, ante todo, definir la tangente a una curva 
en un punto dado. 

Sea una curva y un punto fijo M 0 en ella. Tomemos en la curva 
otro punto Mi y tracemos una secante M 0 Mi (fig. 57). Si el punto 
Mi se aproxima ilimitadamente al punto M 0 , desplazándose por 
la curva,, la secante M 0 Mi ocupará las diversas posiciones M 0 M[, 
M 0 M'¡, etc. Si, con la aproximación ilimitada del punto Mi por la 
curva al punto M 0 (independientemente del lado por el que se 
aproxima), la secante tiende a ocupar la posición de una recta deter- 

*) Cuando decimos «derivada respecto ai»o «derivada respecto al tiempo í», 
etc., tenemos en cuenta que, al hallar la derivada, la variable x o el 
tiempo t, etc., se consideran como argumentos. 
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minada M 0 T, esta última se llama tangente a la curva en el pun- 
to M 0 (el concepto «tiende a ocupar» se precisará más adelante). 

Examinemos la función / ( x ) y la curva correspondiente, 

y = / (*), 

en el sistema de coordenadas rectangulares (fig. 58). A cierto valor 
de x le corresponde un valor de la función y = f (x). A los valores 
dados de x e y les corresponde en la curva el punto M 0 ( x , y). Demos 
al argumento x un incremento Ax. Al nuevo valor del argumento 
x + Ax le corresponde un valor «incrementado» de la función 
y 4 - Ay = f (x + Ax). A este último le corresponde en la curva el 
punto Mi {x -f- Ax , y + Ay). Tracemos la secante M 0 Mi y desig- 
nemos por (p el ángulo formado por la secante y la dirección positi- 
va del eje Ox. Formemos la razón ~ . De la figura 58 se deduce que: 

” = tg cp. (1) 

Ax 

Guando Ax tiende a cero, el punto M t se desplazará a lo largo 
de la curva, aproximándose al punto M 0 . La secante M 0 Mi girará 
alrededor del punto M 0 y el ángulo (p variará, al variar Ax. Si, 
para Ax —y 0, el ángulo cp tiende a cierto 
límite a, la recta que pasa por el punto M 0 
y que forma con la dirección positiva del eje A / 

de abscisas el ángulo a, será precisamente la ^ y=x 2 j 

tangente que se busca. Sin dificultad hallare- \ J 

mos el coeficiente angular de esta tangente: // 


tga= lím tg cp = lím — = f (x) . ^ 1 >. 

A* -+• 0 Ax 0 Ax \ 0 ' j * 

Por tanto, Fig . s9 

f (x) = tg a, (2) 

es decir, el valor de la derivada f (x) correspondiente al valor dado 
del argumento x , será igual a la tangente del ángulo formado por la 
dirección positiva del eje Ox y la tangente a la, curva de la función 
f (x) en el punto correspondiente M 0 (x, y). 

Ejemplo. Hallar las tangentes de los ángulos de inclinación de la línea 
tangente a la curva y = x 2 en los puntos 


(y’t) ; ^2 (-L 1) (fig. 59). 


Solución. En virtud del ejemplo 1 § 2, se tiene: y' — 2x; entonces: 


tgai = y’ 


= 1; tga 2 = i/' Ix=-1= — 2. 
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§ 4. DERIVACION DE LAS FUNCIONES 
Definición. Si la función 

V = / (*) 

tiene derivada en el punto x — x 0 , es decir, si existe 


lím ^=lím /&+*£> -/W, 

AX-+0 Al Ax-»-0 Ax 


( 1 ) 

( 2 ) 


se dice que para el valor dado a: = x 0 la función es derivable o, lo 
que es lo mismo, tiene derivada. 

Si la función es derivable en cada punto de un cierto segmen- 
to [a, b] o intervalo (a, b), se dice que la función es derivable sobre 
el segmento \a, b] o, respectivamente, en el intervalo ( a , b). 

Teorema. Si la función y — f (x) es derivable en un punto x = a: 0 , 
será continua en este punto . 

En efecto, si 

lím ^- = f'(x 0 }, • 

A -+■ o Ax 


se tiene: 


~ = f (^o) 4* V. 

Ax 


donde 7 es una magnitud que tiende a cero, cuando Ax 0. Pero 
en este caso 

Ay — f (x 0 ) Ax + yAx; 

de donde se deduce que Ap— >-0, cuando Ax 0, lo que quiere decir 
que la función / (;r) es continua en el punto x 0 (véase § 9 del capí- 
tulo II). 

De este modo, en los puntos de discontinuidad la función no puede 
tener derivada. La recíproca no es cierta, es decir, que de la continui- 
dad de la función y — f (x) en cierto punto x — x Q no se deduce que 
en este punto la función es necesariamente derivable: la función / (x) 
puede no tener derivada en el punto x 0 . Veamos algunos ejemplos. 

Ejemplo 1 . La función / ( x ) está definida en el segmento [0, 2 ] de la manera 
siguiente (fig. 60): 

f(x)=x , cuando 
/(x) = 2x — 1, cuando 1 < 2 <! 2 . 

Esta función no tiene derivada en x = í, aunque es continua en 
este punto. 
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En efecto, cuando Ax > 0, se tiene: 

lím Ul±M=m = i ta P(l + A«)-li-p.l-lI _ lím 2Ax =2 

Ax-»0 A x Ax->-0 Ax - Ax-*-0 Ax 

cuando Ax < 0, obtenemos: 

lím + lím U + M-l _ lím Aí = 1 . 

Ax-*-0 Ax Ax-»-0 Ax Ax-*-0 Ax 

Es decir que este límite depende del signo de Ax, lo que significa, a su vez, 
que en el punto x = 1 la función no tiene derivada*. Geométricamente, esto 



Fig. 60 



significa que en el punto x = 1 la «curva» dada no tiene tangente determinada. 
La continuidad de la función en el punto x = 1 se deduce de lo siguiente: 

Ay — Ax, cuando Ax < 0, 

Ay = 2Ax, cuando Ax>0. "* 


Por tanto, en ambos casos Ay — >- 0, cuando Ax 0. 

Ejemplo 2. La función y = ]Tx, cuya gráfica se muestra en la fig. 61, está 
definida y es continua para todos los valores de la variable independiente. 
Veamos, si esta función tiene derivada en el punto x = 0. Hallemos los valores 
de la función enx=0yenx = 0+ Ax. Cuando x = 0, tenemos y = 0. 
Cuando x = 0 -j- Ax, y -f- A y = j/' (Ax). 

Por consiguiente, 

Ay = -f(ÁÍ). 


Hallemos el límite de la razón del incremento de la función al del 
argumento: 


lím ^ = lím 

Ax->0 Ax Ajc-*0 


f (Ax) 

A* Ax-*o f Ax2 


lím 


+ co. 


Así pues, la razón del incremento de la función al del argumento tiende al infi- 
nito en el punto x = 0, cuando Ax -+■ 0, y, por tanto, no tiene límite. Por 
consiguiente, esta función no es derivable en el punto x — 0. La tangente 


*) Según la definición de derivada, es necesario que la razón — tienda 

A x 

a un mismo límite, cuando Ax 0, independientemente de la manera en que 
Ax tiende a cero. 
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a la curva en este punto forma con el eje de abscisas un ángulo es decir, 
coincide con el eje Oy. 


§ 5. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES. 
DERIVADA DE LA FUNCION y=x n , 

SIENDO n ENTERO Y POSITIVO 

Para hallar la derivada de una función dada y = f (x), basán- 
dose en la definición general de derivada, es necesario: 

1) dar al argumento x un incremento Ax y calcular el valor 
incrementado de la función: 

y + Ay = / {x + Ax)] 

2) hallar el incremento correspondiente de la función: 

Ay = / (x -f Ax) — / (x); 

3) formar la razón del incremento de la función al del argumento: 

Ay _ f{x+ Ax)—f (x) m 
Ax Ax 


4) calcular el límite de la razón mencionada, cuando Ax 
y’ = lím = lím fj£±*£zM . 

Ax -+■ 0 Ax Ax -*■ 0 Ax 


0 : 


Este método general de cálculo de derivadas lo emplearemos para 
obtener las derivadas de algunas funciones elementales. 

Teorema. La derivada de la función y — x n en la que n es un 
número entero y positivo, es igual a nx n ~ l , es decir, 

siendo y — x n , y'—nx n ~ i . (I) 

Demostración. Sea la función 

y = x n . 

1) Si x adquiere un incremento Ax, se tiene: 

y -f- Ay = (x -f- Ax) n . 

2) Según el binomio de Newton tenemos: 


Ay — (x -\- Ax) n — x n — x -r- x n Ax -f- 


+ _i ) x n-2 (Aa . )2+ _ 


.n ~ i i n ( n 2/a~n2 


Ay = nx n ~ i Ax + ■ ' x n ~ ¿ (Ax) ¿ + ... + (Ax) n . 


1*2 




3) Hallamos la razón: 

n— i , n(n — 1) n -2 


Az 


a:”~ z A:r + ... + (Ax) n ~\ 


4) El límite de esta expresión será: 

i r A y 

y = lim -*- = 

Ax O Ax 

= lím [nx n ~‘+ ra(n ~ 1 ) x"~ 2 Aj:+ ... (Ax) n-1 l =wx n_í . 

Ax -*■ o L 1*2 

Por consiguiente, y' = na:” -1 , lo que se trataba de demostrar. 
Ejemplo 1. 

y — x 5 , y' = 5x 5-1 = 5x 4 . 

Ejemplo 2. y = x, y' = lx 1_1 , y' = 1. El último resultado tiene una 
interpretación geométrica muy sencilla: la línea tangente a la recta y — x 
coincide con esta recta, sea cual fuese el valor de x, y, por tanto, forma con' 
la dirección positiva del eje Ox un ángulo cuya tangente es igual al. 

Observemos que la fórmula (I) es válida también, cuando n es 
negativo o fraccionario, como comprobaremos en el § 12. 

Ejemplo 3. y = ~[/x. 

Representemos esta función en forma de potencia 


Según la fórmula (I) (teniendo en cuenta la observación que acabamos 
dé hacer), obtenemos: 

/ i kr i 


2~[/x 


Ejemplo 4. y -- 


Representemos y en forma de función potencial 


Entonces, 


3 4 5 

, 3 -ó" 1 3 3 

v 2 2 2x 2 V* 






- *• i> i i A--v5 1 


. • 
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§ 6. DERIVADAS DE LAS FUNCIONES y = sen x; 

y = eos x 

Teorema 1 . La derivada de sen x es eos x , es decir , 

si y = sen x , z/' = eos x. (II) 

Demostración. Demos al argumento x un incremento Ax, enton- 


1) y-\-Ay = sen (x -f Ax); 

A / , A \ O x-\-Ax—x x+Ax + x 

2) Az/ = sen (x + Ax) — sen x = 2 sen — 1 — eos — 1 — - — 5 — 


Ax ( Ax\ 
= 2 sen eos 1 x 4- — - ; 

2 V 2 / 


o A x ( 

2 sen — eos 

3) 1 

Ax Ax 


(•+?) 




4) y = lím — = lím — • lím cosíx-f- — 1, 

Ax 0 Ax Ax -*■ 0 Ax Ax — o \ 2 / 


pero, puesto que 


se tiene: 


lím — = 1, 

Ax -*■ 0 Ax 


, r ( . Ax\ 

y = lím eos x H 

Ax — *■ 0 V 2 ) 


Esta igualdad se obtiene, teniendo en cuenta que eos x es una 
función continua: 

Teorema 2. La derivada de eos x es — sen x, es decir, 

si y = eos x, y' = — sen x. (III) 






§ 7. DERIVADAS DE UNA MAGNITUD CONSTANTE, 

DEL PRODUCTO DE UNA MAGNITUD CONSTANTE 
POR UNA FUNCION, DE UNA SUMA, PRODUCTO Y COCIENTE 

Teorema 1. La derivada de una constante es igual a cero , es decir , 
si y — C y C — const, se tiene y' — 0. (IV) 

Demostración, y — C es una función de x tal que todos sus 
valores son iguales a C para cualquier x. 

Por tanto, cualquiera que sea el valor de x, se tiene: 

y = í (x) = C, 

Demos al argumento x un incremento Ax (Ax 0). Como la 
función y conserva el valor C para todos los valores del argumento, 
se tiene 

y + Ay = f (x -\- Ax) = C. 
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Esto quiere decir que el incremento de la función es igual a cero: 
A y ~ f {x + Ax) — / (x) = 0. 

La razón del incremento de la función al del argumento es 


y, por tanto, 


^= 0 , 

Ax 


r A y 
y = lirn — 
Ax -*■ 0 Ax 


o. 


es decir, y' — 0. 

Este resultado tiene una sencilla interpretación geométrica. 
La gráfica de la función y = C es una recta paralela al eje Ox. Por 
tanto, la línea tangente a la gráfica coincide con esta recta en cada 
uno de sus puntos y, como consecuencia, forma con el eje Ox un 
ángulo cuya tangente y' es igual a cero. 

Teorema 2. El factor constante se puede escribir fuera del signo de 
derivada , es decir , 

si y = Cu(x ), donde C=const, entonces y' —Cu' {x ). (V) 

Demostración. Razonando como en el teorema anterior, tenemos: 

y = Cu (x), 

g + A y = Cu(x+ Ax), 

Ay = Cu(x-\~ Ax) — Cu (x) = C \u (x + Ax) — u (x)J, 

Ay q 1 i(x Ax) — u (x) 


Ax 


Ax 


, Ay u (x Ax) — u (x) ■ . , , . . 

y = hm — = C lim — — ! ^ es decir, y = Cu ( x ). 

Ax -*• 0 Ax Ax -*■ o Ax 


Ejemplo i. y — 3— -= . 

yx 


"'"'fe) 


- - -i 


3 “2 

— x 
2 


2x d/x 


es decir, 
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Teorema 3. La derivada de la suma de un número finito de las 
funciones derivables es igual a la suma de las derivadas de estas f un- „ 
dones*). 

Por ejemplo, en el caso de tres sumandos tenemos: 


y = u (x) + v (x) -f w ( x ); y' = u ( x ) -f- v' {x) + 10 (x). (VI) 
Demostración: Para los valores del argumento x se tiene: 
y = u + v + w 


(para abreviar, omitimos x en la designación de la función). 
Para el valor del argumento x + Ax tenemos: 

y + Ay = (u + Au) + (u 4~ Au) + (w + A w); 


donde Ay, A u, Av y Aw son incrementos de' las funciones y, u, v y w , 
que corresponden al incremento Ax del argumento x. Por con- 
siguiente, 


Ay = Au + Av -J- Aw, 


Ay Au Ai? ^ Aw 

Ax Ax Ax Ax 


y= lím lím — + lím ~+ lím 

Ax -*■ 0 Ax Ax -*■ 0 Ax Ax 0 Ax Ax -* 


Aw 
o Ax 


y' = u' (x) + v' {x) -f uf (x). 

Ejemplo 2. y == 3x 4 , 

y x 

y'-3(x 4 )'-(x~3)' =3-4*3 - x 


es decir, 


y' = 12x3 4 . 


1 1 


3 xf\ 



Teorema 4. La derivada del producto de dos funciones derivables 
es igual al producto de la derivada de la primera función por la segunda , 
más el producto de la primera función por la derivada de la segunda, es 
decir , si y — uv, entonces y' = u'v + uv', (VII) 


Demostración. De un modo análogo al teorema anterior, obte- 
nemos: 


y = uv , 

y -f Ay = (u + Au) (v + Au), 

Ay — (u -j- Au) (v -J- Au) — uv = A uv + uAu -j- Au Au, 

*) La expresión y = u (x) — v (x) es idéntica a la expresión y = « (*) 4 - 
-y (— 1) v (x) y, por consiguiente, 

y' = {u (x) 4. (—1) v (*)]' = u' (x) 4- [— v (x)T = u’ (x) — v ' (x). 


6—601 


82 


Derivada y diferencial 


A y A u , Av , . Av 

— = — y -f- u ¡- Au — , 

Ax Ax Ax Ax 


, ,, A y Au „ Ay . Ay 

y = lim — = lim — y-f- lim u — -+ lím Au — 
Ax o Ax Ax •+■ o Aa; Ax o Ax ax o A# 


{ lím — ^y-j-u lím — + lím Au lírn — 

\Ax-+oAx/ Ax^-oAx Ax -*■ O Ax -*• 0 ]A.T 


ya que u y y no dependen de Ax. 

Analicemos el último término del segundó miembro 

lím Au lím — . 

Ax -*■ 0 Ax -► 0 Ax 


Puesto que la función u (a;) es derivable, será también continua. 
Por tanto, lím Au = 0 . Además 

Ax-*0 

,, Ay 

lim — = v- 7^=00. 

Ax -*■ O Ax 

Así, el término examinado es igual a cero y en definitiva tenemos: 

y' — u'v uv' 

Basándonos en el teorema demostrado se deduce fácilmente la regla 
para la derivación del producto de cualquier número de funciones. 
Si tenemos, por ejemplo, el producto de tres funciones 


y = uvw, 

entonces, representando el segundo miembro como producto de 
u y ( vw ) obtenemos: y' — u r ( vw ) + u ( vw )' = u'vw + u (v' w - j- 
-f- vw') — uvw + uv'w -f- uvw' . De la misma manera se deduce 
una fórmula análoga para la derivada del producto de cualquier 
número (finito) de funciones. Es decir, si y — uiu z ...u n , tenemos: 

y — UjU2 ... U n —iU 7l -f- UjU 2 . . . U n -\U n *4“ . . . -j~ U^U2 . • • U n _iUn* 
Ejemplo 3. Si y = x 2 sen se tiene: 

y ’ = (x 2 ) ' sen x -f- x 2 (sen x) ' — 2x sen x -f- x 2 eos x. 

Ejemplo 4. Si y = ~\/ x sen x eos x, se tiene: 

y' — CV'lc)' sen x eos x + f / z (sen x ) ' cosa:-}- ~[/ x sen x (eos x ) ' = 

= — sen x eos x -f- ~\/ x eos x eos x -f- ~\/ x sen x ( —sen x) = 

2 ~y X 

1 „ . sen 2x , ,~ 

= — sen x eos xA-1/ x (eos 2 x — sen 2 x) = — r + V x eos 2x. 

2 y x ^ v 4 Vx 
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Teorema 5. La derivada de una fracción (es decir, del cociente de 
la división de una función por otra) es igual a otra fracción que tiene 
por denominador el cuadrado del denominador de la fracción dada y por 
numerador, la diferencia entre el producto del denominador por la 
derivada del numerador y el producto del numerador por la derivada del 


denominador; es decir si y = — , se tiene y r 


u v — uv 
Í2 


(VIH) 


v ' v 6 

Demostración. Si A y, A u y Au son los incrementos de las funcio- 
nes y, u, v que corresponden al incremento Ax del argumento x 
entonces se tiene: 


V + = 


u Au 


Ay 


u-f- Av 
u -f- Au 


v Au — u Av 


u + Av v v (u-f- Av) 

v Au — u Av 


A y 


Ax 


Au Av 

— v — u — 
Ax Ax 


Ax u(u-f-Au) u(u-f-Au) 


y= lím — 
o Ax 


Au Av ,, Au 
— v — u — v lim — 
Ax Ax Ax o Ax 


Ax 


lím 

Ax -*■ o u(u-f- Av) 


,, Av 
u, lim — 
"*Ax o Ax 


Observando que Au 


0, cuando Ax 
, uv — uv 


v lím (u-f- Au) 

Ax 0 

0*), obtenemos: 


Ejemplo 5. Si y = 


tendremos: 


cosa: 

(x 3 )' cosx — x 3 (eos x)' 


3x 2 eos x — x 3 sen x 


eos 2 x 1 cc 

Observación. Dada una función del tipo 

u (x) 


y 


en la que el denominador C es una constante, para derivar esta fun- 
ción no hace falta recurrir a la fórmula (Vííí); en este caso es más 

*) lím Av — 0, ya que la función v{x) es derivable y, por consiguiente, 

A.r-i-0 

continua. 


6 =® 
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conveniente la fórmula (V): 



Es obvio que este mismo resultado se obtiene, aplicando la 
fórmula (VIII). 

Ejemplo 6. Si y = - ^ X , tendremos: 

, (cosa;)' sena: 

y — ^ — 7 ‘ 


§ 8. DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMICA 

1 

Teorema. La derivada de la función log a x es igual a — log a e, es 

x 

1 

decir , si y — log a £, se tiene y' = — log a e. (IX) 

Demostración. Supongamos que Ay es el incremento de la fun- 
ción y — log a x, correspondiente al incremento Ax del argumento x. 
Entonces: 


y -j- Ay = log a i* + A.z); 


Ay = loga ( x + A*) ~ lo ga % = 


x -J- Ax 
x 


= l0ga 



Ay 

Ax 





Multiplicando y dividiendo por x el segundo miembro de la última 
igualdad obtendremos: 

X 


Ay 

Ax 


1 x 

x Ax 






Designemos por a la magnitud — . Para un valor dado de x, a -> 0, 
si Ax — 0. Por tanto 


Ay 

Ax 


1 

= — loga (1 + a) 
X 


a 
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Sin embargo, como se sabe, ■(§ 7 , cap. II), 


lím (1 + «) 

a o 


a 



Si la expresión que se halla bajo el signo de logaritmo tiende 
al número e, el logaritmo de ésta tiende hacia log a e (en virtud de 
la continuidad de la función logarítmica). Según esto, tendremos en 
definitiva: 


. ,, A y 

y = lim — 

Ax -*■ 0 \x 


lím 

a -*■ 0 


— log a (1 + a) 
x 



X 


log a e. 


1 

Considerando que log a e — i — , la fórmula obtenida puede escribir- 

ln a 

se como sigue: 

, 1 1 
y = — • 

x ln a 


Veamos el siguiente caso particular. Si en esta fórmula a = e, 
ln a — ln e = 1, es decir, cuando y — ln x, se tiene 


y = 


i 

x ' 


(X) 


§ 9. bERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA 

Supongamos y = / (x) una función compuesta, es decir, una 
función tal que pueda ser representada en la forma siguiente: 

y = F (u), u = (p (x) 

o y=^FU p (a;)] (cap. I, § 8). La variable u en la expresión y — F ( u ) 
se denomina argumento ( variable ) intermedio. 

Establezcamos la regla de derivación de una función compuesta. 

Teorema. Si en cierto punto x la función u = <p (x) tiene por 
derivada u x — q>' (x) y la función y — F (u) tiene por derivada y' u — 
— F' (u) para el valor correspondiente de u, la función compuesta 
y = £<p (o:)] en el punto dado x tendrá también derivada, cuya expre- 

sión será: 

y'x = F'u (u) <p' (x), 

donde u debe ser sustituida por u — 9 (a:). La fórmula obtenida se puede 
expresar en forma abreviada , como sigue : 
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es decir que la derivada de una función compuesta es igual al producto 
de la derivada de la función dada respecto al argumento intermedio u por 
la derivada del argumento intermedio respecto a x. 

Demostración. Para un valor determinado de £, se tiene: 
u = 9 {x), y = F (u). 

Para el valor incrementado del argumento x + Ax, tenemos: 
u 4~ A u — cp (x + Ax), y + Ai/ = F (u -f Au), 

Al incremento Ax le corresponde el incremento A u, al que, 
a su vez, corresponde el incremento Ay; además, cuando Ax -> 0, 
A u y Ay tenderán también a cero. Según la hipótesis: 

,, Ay 
lim — = y u - 

Au-*oA U 


Según la definición de límite, obtendremos (para A u =¿= 0): 


Ay 
A u 


= y'u + a 


( 1 ) 


donde a — > 0, cuando Au— »-0. Escribamos la ecuación (1) en la forma: 


Ay = y' u Au + a A u. ^ (2) 

Sea cual fuese a, la ecuación (2) se verifica también para Au = 0, 
puesto que se convierte en identidad, 0 = 0. Cuando Au = 0, 
suponemos que a = 0. Dividiendo por Ax los dos miembros de la 
ecuación (2), tenemos 


Ay , Au . Au 

— = y u — ■ + ct — 

Ax Ax Ax 


Según la hipótesis: 


Ax 


,, Au 
iim — = í¿ y 
o Ax 


lím a==0. 

Ax -*■ 0 


( 3 ) 


Pasando al límite en la ecuación (3), cuando Ax 0, hallaremos: 

y'x = y u u x . (4) 

Ejemplo 1. Dada la función y — sen (a: 2 ), hallar y' x . Interpretemos la fun- 
ción propuesta como función de función: 

y = sen u, u = x%. 


Tenemos y' u = eos «, u' x ~2x. 
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Por tanto, según la fórmula (4): 

y'x^y'u «i=cosu-2x 


y sustituyendo u por su expresión, obtenemos en definitiva: 

y' x ~2x eos (® 2 ). 


Ejemplo 2. Dada la función y = (ln x) 3 , hallar y’ x . Representemos la fun- 
ción propuesta de la forma siguiente: 

y = u 3 , u = ln x. 

Tenemos 


Por consiguiente, 


y'u = 3u2 ’ 



¡/;= 3 “ 2 4-= 3 < Ini > 2 v • 


Si la función y=f{x) es tal que puede ser representada en la forma 
y = F{u ), i¿=<p(r), v = 

su derivada y' x se obtiene, aplicando sucesivamente el teorema anterior. 
Sabemos que 

Vx — yvF'x* 

Aplicando el mismo teorema para hallar u x , tenemos: 

u x = u v v x , 

y sustituyendo en la primera igualdad el factor u x por su expresión, 
obtenemos: 


ó 


y’x = y'uuWx ( 5 ) 

y'x — Fu (»)q£( l; ) , M a 0- 


Ejemplo 3. Dada la función y = sen [(ln a:) 3 ], hallar y’ x . Representemos 
la función propuesta en la forma 

y = sen u, u = v 3 , v=\nx. 

Tenemos: 

1 

y’ u — eos u, «;=,3y2, V x = — . 

Por tanto, según la fórmula (5): 

1 

y'x = y'a u v v x = 3 ( cos u ) — » 

y finalmente: 

'y' = cos [(ln z) 3 ] -3 (ln x) 2 — . 

Hay que tener en cuenta que la función examinada está definida sólo 
cuando x > 0. 
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Ftg. 62 


Teorema 3. La derivada de la función y — ln | x | (fig. 62) es 

igual a — , es decir, 

x 



si y = ln | x ¡, 



(XIII) 


y 


Demostración, a) Si x > 0, se tiene \ x \ — x, ln 
por tanto: 



| x | = ln x. 


b) Supongamos que x < 0. Entonces j x | — — x. Pero 
ln J x | = ln ( — x), 

(observemos, que si x < 0, —x > 0). 

Interpretemos la función y = ln ( — x) como función compuesta* 
haciendo 

y — ln u; u = — x. 

Entonces, 

111 

y'x = y'uK = ~ (— 1 ) = — (— 1 ) = — • 

11 QT JS 



De este modo, para los valores negativos de x también se veri- 
fica la igualdad 


1_ 

x 



Por tanto, la fórmula (XIII) queda demostrada para cualquier valor 
de x 0 (para x = 0 la función ln j x ] no está definida). 
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% 11. FUNCION IMPLICITA Y SU DERIVACION 

Supongamos que los valores de dos variables, x e y, se encuentran 
ligados mediante una ecuación que, simbólicamente, escribire- 
mos así: 

F {x, y) = 0. (1) 

Si la función y — f (x) definida en cierto intervalo (a, b) es tal 
que, al sustituir y en la ecuación (1) por la expresión / (a;), la ecuación 


Fig. 63 Fig. 64 

se convierte en una identidad respecto a x, la función y = / (x) 
recibe el nombre de función implícita determinada por la ecuación (1). 
Por ejemplo, la ecuación 

z 2 + y 2 — a 2 = 0 (2) 

determina implícitamente las siguientes funciones elementales 
(figuras 63 y 64): 

y = Va 2 — x 2 (3) 

y = — V a 2 — x 2 . (4) 

En efecto, al sustituir y por sus expresiones en la ecuación (2), 
la convertiremos en identidad, es decir 

x 2 -f- ( a 2 — x 2 ) — a 2 — 0. 

Las expresiones (3) y (4) se han obtenido mediante la resolución 
de la ecuación (2) respecto a y . Sin embargo, no toda función dada 
implícitamente puede ser representada en forma explícita, es decir, 
en forma y — f (£)*, donde / ( x ) es una función elemental. 


*) Si la función viene dada en la forma y — / (x), se dice que está dada 
en forma explícita o que es una función explícita. 
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i 



Por ejemplo, las funciones dadas por las ecuaciones 

y 6 — y — x 2 = 0 
ó 

1 n 
y — x — sen y == 0, 

no pueden ser expresadas mediante funciones elementales; es decir, 
no pueden ser resueltas respecto a y. 

Observación 1. Es necesario señalar que los términos «función 
explícita» y «función implícita» no caracterizan la naturaleza de 
la función, sino la manera en que ésta viene dada. 

Toda función explícita, y — f (a:), puede ser representada también 
en forma implícita, y — f (x) = 0. 

Veamos cómo se obtiene la derivada de una función implícita, 
sin transformarla en explícita, es decir, sin representarla en la 
forma y = f (x). 

Supongamos que la función viene dada por la ecuación 
x 2 + y 2 — a 2 = 0. 

Si y es una función de x, determinada por la ecuación anterior, 
ésta será una identidad. 

Al derivar ambos miembros de la identidad respecto a x, con- 
siderando que y es una función de x, obtendremos (aplicando la 
regla para derivar función compuesta): „ 

2x + 2 y y' = 0,. 

de donde: 


x 



Anotemos que, si derivamos la correspondiente función explícita 


obtenemos: 


y = Va 2 



y = 


Va 2 


x 



es decir, el mismo resultado. 

Examinemos un ejemplo más de función implícita y en fun- 
ción de x: 

y 6 — y — x 2 = 0. 

Derivemos respecto a x 

6 y b y’ — y' — 2x — 0, 





] 


¡j 


‘■rf"-: 



'■••'■ .- ’ ' « 
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y hallamos 

2x 

V 6y 5 — 1 

Observación 2. De los ejemplos citados se deduce que, si se trata 
de hallar la derivada de una función implícita para un valor dado 
del argumento x, es preciso conocer primeramente el valor de la 
función y para el mismo valor dado de x. 

§ 12. DERIVADAS DE LA FUNCION POTENCIAL 
CON EXPONENTE REAL CUALQUIERA, 

DE LA FUNCION EXPONENCIAL 
Y DE LA FUNCION EXPONENCIAL COMPUESTA 

Teorema 1. La derivada de la función x 11 , en la que n es un número 
real cualquiera , es igual a nx n ~ l , es decir, 

si y = x n , se tiene y =nx n ~*. (T) | 

Demostración. Supongamos que x > 0. Tomando logaritmos j 

de la función dada, tendremos 

ln y — n ln x. \ 

Derivemos ambos miembros de la ecuación respecto a x, con- ; 
siderando que y es función de a;: - i 



1 _. 
x ' 



1 


Introduciendo aquí el valor y — x n , obtenemos en definitiva: 

y =nx n ~ i . 

Es fácil demostrar que esta fórmula es correcta también, cuando i 
x<0, siempre que x n tenga sentido*). ! 

Teorema 2. La derivada de la función a x , en la que a >> 0, es 
igual a a x ln a, es decir , 

siy — a x , y—a x \na. (XIV) 

Demostración, Tomando logaritmos de la igualdad y — a x , 
se tiene: 

ln y — x ln a. 


*) Dicha fórmula ha sido ya demostrada (§ 5, cap. III) para el caso en 
que n es un número entero y positivo. Ahora la fórmula (I) queda generalizada 
para cualquier número constante n. 


1 





■ ■ ■ \r * i ■' • \ •• . v ;■ 
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Derivemos la igualdad obtenida, considerando y como fun- 
ción de x. 

~y' — Ina;, y = yln a. 


y = a x Ina. 

Si la base es a = e, entonces ln e = 1, y obtenemos la fórmula: 

y=e x , y' = e x . (XIV) 

Ejemplo 1. Dada la función 

y — e x . 

Interpretémosla como función compuesta, introduciendo el argumento 
intermedio u: 

y = e 11 , u = z 2 ; 

entonces, 

u' x =2x. 

Por tanto, 

y' x = e u 2x = e xZ 2x . 

La función en la que tanto la base como el exponente son funcio- 
nes de x se llama función exponencial compuesta. Por ejemplo, 
(sen x) x *i x^ x y x x , (ln x) x y, en general, toda función de la forma 

y = [i t (x)]” W = «".*) 

Teorema 3. 

Siy = u v , entonces y = vu v ~ l u -\- u v v \nu. (XV) 

Demostración. Tomemos logaritmos de la función y: 

ln y = v ln u. 

Derivando respecto a.i la igualdad obtenida, tenemos: 


de donde: 


1 , 1 

— u—v — u 4- v ln u y 

y u 


y —y{v— -f v lmA 


Introduciendo la expresión y — u J , obtenemos: 

y = vu V ~ i U 4 - M l V'inií. 

*) Tal función se suele llamar también exponencial potencial o potencial 
exponencial. 
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Así, pues, la derivada de la función exponencial compuesta 
consta de dos términos que se obtienen del siguiente modo: el primer 
sumando si, al derivar, suponemos que u es función de x , mientras 
que v es constante ( u v se interpreta como función potencial ); el 
segundo, si suponemos que v es función de x, permaneciendo u cons- 
tante ( u v se interpreta como función exponencial) 

Ejemplo 2. Si y = x x , y' = xx x ~ i {x')-\-x x (x')lnx, o sea, 
y ' = x x x x ln x = x x (1 -(- ln x ) . 

Ejemplo 3. Si y— (sen x)* 2 , tendremos 

y' ~x 2 (sen x ) xi ~ 1 (sen x)' -f- (sen x) x (x 2 )' lnsenx = 

= x 2 (sen x)* 2- 1 eos x -j- (sen x)* 2 2x ln sen x. 

El procedimiento, aplicado en este párrafo para calcular deri- 
vadas, consiste en hallar primeramente la derivada del logaritmo 
de la función dada . Este procedimiento se utiliza ampliamente, en la 
derivación de funciones, y, a veces, simplifica mucho los cálculos. 

Ejemplo 4. Hallar la derivada de la función 

(x-f- 1) 2 ~\/ x — 1 


(x-j-4) 3 e x 

Solución. Tomando logaritmos, encontramos: 


1 


ln y = 2 ln (x + 1) + ln {x — 1) 

Derivemos ambos miembros de la igualdad: 

y' 2 , 1 


■3 ln (x + 4) — x. 


y x + i 

Multiplicando por y, y sustituyendo y por 

(z+i) 2 1/^=1 r 2 , 


i. 


2 yX — 1 ) — ¡ — 4 : 

(x-f- 1)2 )/x — 1 
(x-f-4) 3 e x 
1 3 


2 (x — 1) x-¡-4 

= (ln y )', que es 


obtenemos 

la derivada 


(x-}-4) 3 e x L X + 1 

Observación. La expresión — 

y 

respecto a x del logaritmo natural de la función dada y — y (x), 
se llama derivada logarítmica. 


§ 13. FUNCION INVERSA Y SU DERIVACION 
Supongamos 

y = / (*) (i) 

es una función creciente (fig. 65) o decreciente definida en cierto inter- 
valo (a, b) (a <C b ) (§ 6, cap. I). Hagamos f (a) = c y / (b) — d . Para 
concretar, en adelante consideraremos sólo la función creciente. 

Examinemos dos valores diferentes x t y x 2 pertenecientes al 
intervalo (a, b ). De la definición de función creciente se deduce 
que, si x t < x 2 , y i = f (^t), y 2 = / ( x 2 ), entonces yi < y 2 . Por 
tanto, a dos valores x* L y x 2 , les corresponden dos valores diferentes 
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i/i e y 2 de la función. La recíproca también es cierta. Es decir, si 
y i < y z , yi = f (#i) ey 2 = / (x<f), entonces, de la definición de fun- 
ción creciente, se deduce que < x 2 . De este modo, entre los valores 
de í y los correspondientes de y se establece una relación biunívoca. 



Interpretando los valores de y como valores del argumento, 
y los valores de x como valores de la función, obtendremos x cómo 
función de y: 

* = <P (y)- (2) 

Esta función se denomina inversa de la función y = f (x). 

Recíprocamente la función y — f (x) es la inversa de la función 

x = <p (y). 

Razonando del mismo modo, se puede demostrar que una fun- 
ción decreciente también tiene su inversa. 

Observación 1. Indiquemos, sin demostración, que, si la función 
creciente (decreciente) y = f (x) es continua en el segmento [a, ój, 
siendo f (a) = c y f (b) = d, entonces la función inversa estará defi- 
nida y será continua en el segmento [c, d]. 




Ejemplo 1 . Sea la función y — x 3 . Esta función es creciente en el intervalo 
infinito — oo<;x<;-f-ooysu inversa es x — \f y (fig. 66). 

Observemos que la función inversa x = cp (y) se halla, resol- 
viendo ía ecuación y = f (x) respecto a x. 
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Ejemplo 2 . Sea la función y = e x . Esta función es creciente en el intervalo 
infinito — oo <c £ <C co; su inversa es x — In y. El dominio de definición 
de ésta es 0 < y < + oo (fig. 67). 


Observación 2. Si la función y = / ( x ) no es creciente, ni decrecien- 
te en cierto intervalo, ella puede tener varias funciones inversas*). 


Ejemplo 3. La función y~x 3 está definida en el intervalo infinito 
— oo <; x < + oo. No es creciente, ni decreciente, ni tampoco tiene función 

inversa. En el intervalo 0 x < oo dicha 



función es creciente y su inversa es x = ~[/ y. 
En el intervalo — oo < x < 0 la misma función 
será decreciente y su inversa es x — — ~\J y 
^ig. 68). 

Observación 3. Siendo y = / (x) y x= 
= <p (y) funciones recíprocamente inver- 
sas, sus gráficas se representan por una 
misma curva. 

Pero, si designamos por x el argu- 
mento de la función inversa y por y la 
propia función, entonces las gráficas de 
las dos funciones serán ya distintas en un 


mismo sistema de coordenadas. 


Es fácil ver que las gráficas serán simétricas con respecto a la 
bisectriz del primer ángulo de coordenadas. 


Ejemplo 4. En la figura 67 están trazadas las gráficas de la función y = e x 
(o de x = ln y) y de su inversa, y = ln x, examinadas en el ejemplo 2. 


El siguiente teprema nos permitirá calcular la derivada de la 
función y = f (x), conociendo la derivada de la función inversa. 
Teorema: Si para la función 


y = i ' (x) 

existe una función inversa 

x = <p (y) 


( 1 ) 

( 2 ) 


tal que en un punto analizado y tiene derivada q/ (y), distinta de cero , 
entonces la función y = / (x), en el punto correspondiente x, tiene 


derivada f (x ) , igual a 


1 


es decir , se verifica la fórmula 


f(x) = 


1 

<p (y) ' 


(XVI) 


*) Insistimos que, al decir que « y es función de x», entendemos que y de- 
pende de x de modo unívoco. 
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De este modo, la derivada de una de las dos funciones reciproca- 
mente inversas es igual a la unidad dividida por la derivada de la^ 
segunda función, para los correspondientes valores de x e y*). 

Demostración. Dando a y el incremento Ay, de la igualdad (2) 
deducimos 

Ax = q> (y + Ay) — q> (y). 

Como <p (y) es una función monótona, se tiene Ax ^ 0. Escribamos 
la identidad 

A y = 

Ax Ax 

A y 


Por ser continua la función cp (y), Ax — >■ 0, cuando Ay — *■ 0. 

Tomando el límite, cuando Ay -> 0, en ambos miembros de la 
última identidad obtenemos: 

1 

y x = — , 

x u 


o sea, 


/'(*) = 


1 

<p (y) ’ 


es decir, llegamos a la fórmula (XVI). 

Observación. La fórmula (XVI) se puede obtener también, apli- 
cando el teorema de derivación de funciones compuestas. 

En efecto, derivemos los dos miembros de la igualdad (2) res- 
pecto a x, considerando que y es función de x: 

i = <¡p (y) y'x, 

de donde: 

1 

y x = 

<p'(y) 

La interpretación geométrica es evidente. Examinemos la grá- 
fica de la función y = / (x) (fig. 69). La misma curva será la gráfica 


*) Cuando escribimos f (x) o y x , consideramos que, al calcular la derivada, 
tomamos x como variable independiente. Cuando escribimos q>' (y) o x y , conside- 
ramos que, al calcular la derivada, la variable independiente es y. Observemos 
que después de obtener la derivada respecto a y que figura en el 2 o miembro 
de la fórmula (XVI), es necesario sustituir y por f ( x ). 


7—601 
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de la función x = <p (y) en la que x se considera como función e y , 
como variable independiente. Consideremos un punto M (x x y) 
de esta curva. Tracemos una tangente a la misma en este punto. 
Los ángulos formados por la tangente mencionada y las direcciones 
positivas de los ejes Ox y Oy los designaremos 
por a y p respectivamente. En virtud de los 
resultados obtenidos en el § 3, acerca del signi- 
ficado geométrico de la derivada, tenemos: 



f(x) = tga 1 
<p'(i/) = tgP* J 


(3) 


jt 


De la figura 69 se deduce que, si a< - , se 
tiene: n 

P=2 - 0; 


Ahora bien, si a > naturalmente {3 = ^ — a. 

¿á 

Por consiguiente, en cualquier caso 

tg p = cotg a 


de donde 
o sea 


tg a tg p = tg a cotg a = 1 , 

1 


tga 


tg-P 


Introduciendo aquí las expresiones de tga y tgp de lá fórmula (3), 
obtenemos: 


f{x) 


1 

y(y) 


§ i 4. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 
Y SU DERIVACION 

1) Función: y = arcsen x. 

Examinemos la función 

x = sen y (1) 

y construyamos su gráfica, dirigiendo el eje Oy verticalmente hacia 
arriba (fig. 70). Esta función está definida en el invervalo infinito 

Jl Jt 

— oo <; y << + oo . En el segmento — < p < — , la función x = sen y 
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es creciente, sus valores llenan el segmento —1 x 1. Por eso 
la función .r^seni/ tiene su inversa, que se escribe así: y= arcsen x*). 
Esta función está definida en el segmento — 1 1, suá 

JT Jt 

valores llenan el segmento y. \ 

En la figura 70 la gráficá de la función J cL i 

y — arcsen x va en línea gruesa. / 


Teorema 1. La derivada de la función 

arcsen x es igual a _ 1 , e s decir, 

V 1 — x 2 


si i/=arcsen x, se tiene y = 


Vi-x 2 


(XVIII) 


Demostración. Según la igualdad (1) 
tenemos: 



y= are sen x 


,x=sen y 

Fig. 70 


Xy = e#sy, 

y conforme a la regla para derivar la función inversa, será: 

1 1 

y x = — = , 

x y eos y 


Entonces 


cosí/ = Vi — sen 2 y — Vi — x\ 


vx — , 

Vl-x z 

La raíz lleva el signo positivo, porque el valor de la función y = 
= arcsen x se encuentra en el segmento — -?-<! y -< í de donde 

¿A 

eos y ^ 0. 

Ejemplo 1. y = arcsen e x , 


' --y f=pr¿ ' e ' — 

/ 1 \8 
Ejemplo 2. y — I arcsen — 1 , 

y' =2 arcsen — (— ) = — 

V ‘-ir 


V 1 — «2* 


o 1 1 

2 arcsen — . 

x x ~\/ x 2 — 1 


*) Observemos que la igualdad y = arcsen x conocida del curso de trigo- 
nometría, es otra forma de escribir la igualdad (1). Aquí (dado x), y significa 
conjunto de valores de los ángulos, cuyo seno es igual a x. 


7 * 


100 


Derivada y diferencial 


2) Función: y = árceos x. 

Como en el caso anterior, examinemos la función 

x — eos y , (2) 


construyamos su gráfica y dirijamos el eje Oy hacia arriba (fig. 71). 
Esta función está definida en el intervalo infinito — oo < y <C + 
-f- oo. En el segmento 0 y 11 I a función x = eos y es decrecien- 
te y tiene su inversa designada así: 



Fig. 71 


y = árceos x. 

Esta función está definida en el segmento — 1< 
< 2 ; < 1. Los valores de la función llenan el 
segmento n>-y>0. En la figura 71 la gráfica 
de la función y = árceos x va en línea gruesa. 

Teorema 2. La derivada de la función árceos 

x es igual a — . , es decir, si y = árceos x, 

y i — x 2 
i 

se tiene y' = — ir . (XVIII) 

V 1 — x 2 


Demostración. Según la igualdad (2) tenemos: 


Por tanto, 


x' y = — sen y. * 

J__ 1 

x y sen y Vi — eos 2 y 


Pero eos y = x, entonces: 

y' x = 



En la igualdad sen y — V 1 — c °s 2 y la raíz lleva el signo positi- 
vo, porque los valores de la función y = árceos x se encuentran 
en el segmento 0 ^ y ix, por consiguiente sen y ^ 0. 

Ejemplo 3. y = árceos (tgx), 

1 (t a x)' = - 1 

y l-tg2x V 1 - tg 2 a: co S 2 x • 

3) Función: y = arctg x. 

Examinemos la función 

x = tg y 
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y construyamos su gráfica (fig. 72). Esta función está definida para 

JI 

todos los valores de y, excepto y = (2 k + 1) (A: = 0, ± 1, ±2, . . .). 

Tí Tí 

En el intervalo — < y c la función x = tg y es creciente 
y tiene su inversa: 

y == arctg x. 

La función está definida en el intervalo — oo < x < + 00 y sus 

JI Tí 

valores llenan el intervalo — ^S ura 72, la 

gráfica de la función y = arctg x va en línea gruesa. 

1 

Teorema 3. La derivada de la función arctg x es igual a — - , 

J. —y~ 3/ 

1 


es decir, si y = arctg x , se tiene y r = . , „ . 

1 -j- x* 

Demostración. Según la igualdad (3) tenemos: 

1 


eos 2 y 


Por tanto, 


1 2 

y x = — = cos y. 

x„ 


(XIX) 


pero 


eos 2 y 


sec 2 y 


1 + t £y 


y, puesto que tg y — x, tenemos en definitiva: 

1 


Ejemplo 4. y — (arctg x) 4 . 


y' — 4 (arctg x ) 3 (arctg x ) ' = 4 (arctg x) 3 




4) Función: y = arccotg x. 

Examinemos la función 

x — cotg y. (4) 

Esta función está definida para todos los valores de y, excepto 
y — kn (k — 0, ± 1, ± 2). La gráfica de la función está representada 







102 


Derivada y diferencial 


en la figura 73. En el intervalo 0 <i/<ji la función x=cotgy 
es decreciente y tiene su inversa, la cual se designa así: 

y — arccotg x . 

La función, por tanto, está definida en el intervalo infinito 
— oo < x < +00 y sus valores llenan el intervalo n > y > 0. 




Teorema 4. La derivada de la función arccotg a; es igual a 
es decir, 

si y — arccotg x, se tiene y = 


1 


í + z ¿ 


Demostración: Según la igualdad (4): 

1 

Xy = 


sen 2 y 


Por consiguiente, 


y x = — sen y 


X 


Pero 

Luego, 


cosec y 

cotg y = x. 
1 


1 + cotg 2 y 


y x = 


í+x ¿ 


í+x* ' 

(XX) 


Tabla de las fórmulas fundamentales para la derivación 


§ 15. TABLA DE LAS FORMULAS FUNDAMENTALES 
PARA LA DERIVACION 

Agrupamos ahora en una tabla todas las fórmulas fundamentales 
y reglas de derivación, obtenidas en los párrafos anteriores. 
Fórmulas fundamentales 


Función potencial: 


en particular, 


y = const, y' — 0. 


a - a — l 

y = x , y =ax ; 


y = Vx, y = 


1 , 1 


Funciones trigonométricas: 


y = sen x, y —cosx, 
y = eos x, y =s= — sena:, 


y = tgx, y = 


eos 2 x 


y = cotgx, y= — 


sen 2 a: 


Funciones trigonométricas inversas: 


í/ = arcsena:, y = 


y i — x 2 ’ 


y = árceos x, y = 


yr^. 


y — arctga:, y' = 


* 6 ’ y 1-fa: 2 ’ 

y = arccotg x, y' = — t * a . 

Función exponencial: 

y = a x , y' = a x ln a ; 
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§ 16. REPRESENTACION PARAMETRICA DE FUNCION 


Consideremos dos ecuaciones 

x = <p ( t ), 


y = t ( ¿ )> 


(i) 


donde t toma valores comprendidos en el segmento [T u T z \. A cada 
valor de t le corresponde los de x y de y (suponemos que <p y son 
funciones unívocas). Considerando que los valores de x y de y son 
las coordenadas de un punto en el plano Oxy, a cada valor de t le 
corresponderá un punto determinado del plano. Este punto descri- 
be cierta curva en el plano, cuando t varía de T i hasta T 2 . Las 
ecuaciones (1) se denominan ecuaciones paramétricas de esta curva; 
t toma el nombre de parámetro y el método de dar la curva median- 
te las ecuaciones (1) se llama método paramétrico. 




Supongamos ahora que la función x = <p (í) tenga su inversa t — 
= 0 (x). Es evidente que y , en este caso, es función de x; 

y = ^ ÍO (x)J. (2) 

De este modo, las ecuaciones (1) determinan y en función de x y se 
dice que la función y de x viene representada paramétricamente. 

La expresión y = / (x) qüe muestra como y depende directamente 
de x, se obtiene eliminando el parámetro t de las ecuaciones (1). 

El método paramétrico de dar las curvas se usa ampliamente 
en mecánica. Si en el plano Oxy se desplaza un punto material 
y se conocen las leyes del movimiento de sus proyecciones sobre 
los ejes de coordenadas, 


x==<p(í), 1 


donde el parámetro íes el tiempo, las ecuaciones (1') serán las ecua- 
ciones paramétricas de la trayectoria del punto en movimiento. 
Eliminando en estas ecuaciones el parámetro í, „ 
obtendremos la ecuación de la trayectoria en la ' 
forma y — f(x) o en la forma F (x, y) = 0. í X. 

Ilustremos esto. -¡i. 

Problema. Hállese la trayectoria y el punto de caída \ 

de un cuerpo arrojado desde un avión que se desplaza \ 

horizontalmente a la altura y 0 con velocidad v 0 (se puede \ 

prescindir de la resistencia del aire). — L \ \ , 

& 3T* C X 

Solución. Tomemos el sistema de coordenadas que 
muestra la figura 74. Suponemos que el cuerpo es arroja- Fig. 74 

do en el instante en que el avión cruza el eje Oy. Es evi- 
dente que el desplazamiento horizontal del cuerpo será uniforme con la 
velocidad constante v 0 \ 

X — V Q t. 

La caída vertical del cuerpo por efecto de la gravedad se expresa mediante 
la fórmula: 

C_JÜ 

2 * 

Por tanto, en cualquier instante, la distancia del cuerpo a la tierra se expre- 
sará por la fórmula: 

gt 2 


y = y o — 


Las igualdades 


X = V()t, 

gt z 

-yo Y ’ 


son las ecuaciones paramétricas de la trayectoria. Para -eliminar el parámetro 
t hallamos de la ecuación primera su valor t ~ y hacemos en la sogunda 
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ecuación la sustitución correspondiente, obteniendo entonces la ecuación j 
de la trayectoria j 

i ' »• -¿r* 2 - j 

Esta es la ecuación de la parábola, cuyo vértice se encuentra en el punto M (0, y 0 ), i* 
sirviéndole Oy de eje de simetría. 

Determinemos la magnitud del segmento OC. Designemos por X la abscisa 
del punto C , cuya ordenada es y = 0. Introduciendo estos valores en la fórmula 
anterior, tendremos: 


0 = i/o- 


de donde: 




§ 17, ECUACIONES PARAMETRICAS DE ALGUNAS CURVAS 

Circunferencia. Supongamos una circunferencia de radio r, con centro - 
en el origen de las coordenadas (fig. 75). 


r/ 1 

o 


Fig. 75 

Designemos con t el ángulo formado por el radio trazado por el punto 
M (x, y) de la circunferencia y el eje Ox. Entonces, las coordenadas de cual- 
quier punto de la circunferencia se expresarán por medio del parámetro t como 
sigue: 

x — r eos t. \ „ 

\ 0 <í< 2 it. 
y — r sen í, J * 

Estas son ecuaciones paramétricas de la circunferencia. Si eliminamos en estas 
ecuaciones el parámetro t, obtendremos la ecuación de la circunferencia que 
contiene sólo x e y. Elevando al cuadrado las ecuaciones paramétricas y su- 
mándolas, tenemos: 

^2 _j_ y2 ~ 7*2 (eos 2 t -j- sin 2 í) , 

o sea, 

x 2 -f- y 2 = r 2 . 

Elipse. Escribamos la ecuación de una elipse: 





Ecuaciones paramétricas de algunas curvas 


y hagamos 


x — a eos t. 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (1), obtendremos 

y = fe sen t. 


Las ecuaciones 


x = a cosí, x - 

, I 0<í<2jx, 
= ó sen t, } 


(20 

( 2 ") 

( 2 ) 


son ecuaciones paramétricas de la elipse. 

Aclaremos el significado geométrico del parámetro t. Tracemos dos cir- 
cunferencias de radios a y fe, con centro en el origen de coordenadas (fig. 76). 
Supongamos que el punto M ( x , y) se halla en la 
elipse y el punto B , que tiene la misma abscisa que 
el punto M , pertenezca a la circunferencia de mayor 
radio. Designemos con t el ángulo formado por el 
radio OB y el eje Ox. De la figura se deduce 

x = OP — a eos t [ecuación (2')], 

CQ= fe sen t. 

En virtud de la ecuación (2") deducimos que 
CO = y, es decir, la recta CM es paralela al eje 
Ox. Por consiguiente, en las ecuaciones (2), t repre- 
senta el ángulo formado por el radio OB y el eje de 
abscisas. A veces el ángulo t se denomina ángulo 
excéntrico. Fig. 76 

Cicloide. Se da el nombre de cicloide a la 
curva descrita por un punto de la circunferencia, 

cuando ésta rueda sin resbalar sobre una línea recta (fig. 77). Supongamos que 
el punto M de la circunferencia coincide, al principio del movimiento, con 
el origen de coordenadas. Determinemos las coordenadas del punto M después 






oYp b x 


Fig. 77 


de haber, girado la circunferencia el ángulo t. Designemos por a el radio de 
la circunferencia en movimiento. Como se ve en la figura 77, 

x = OP=OB’ — PB y 

y teniendo en cuenta que la circunferencia rueda sin resbalar, tenemos: 


OB = MB = at , PB ~MK — a sen t. 
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1 



Por tanto, x — at — a sen t = a(t — sení). 

Luego, 

y — MP = KB = CB — CK — a — a eos t — a (1— eos i). 
Las expresiones 


x — a ( t — sen t), 
y — a (1 — eos t). 




son ecuaciones paramétricas de la cicloide. Cuando t varía de 0 a 2rt, el pun- 
to M describe un arco de la cicloide. 

Eliminando el parámetro t en estas ecuaciones, obtenemos la forma en que 
x directamente depende de y. En el segmento 0 t ji la función y 
— a (1 — eos t ) tiene por inversa 

a — y 

t = árceos — . 

a 


Sustituyendo t en la primera ecuación del sistema (3) por su expresión, 
tendremos: 

a — y I a — y \ 

x = a árceos a sen | árceos — I , 

a \ a / 

ó 

x ~a árceos ~]/2ay — y 2 , para 0 O <!n;a. 


De la figura se deduce que, si 

na ^x 2ita, se tiene: 

x = 2na — árceos ° ^ ~\/2ay — y 2 j-» 

Observemos que la función 

x — a{t — sení) 


tiene su inversa, pero ésta no se expresa mediante funciones elementales. Por 
eso la función y — f (x) tampoco se expresa mediante funciones elementales. 

Observación 1. En el ejemplo de la cicloide se ve que en algunos casos las 
ecuaciones paramétricas son más cómodas en el análisis de funciones y curvas, 
que la dependencia directa entre x e y. 

Astroide. Se da el nombre de astroide a la curva representada por las 
siguientes ecuaciones paramétricas: . 


i = o eos 3 t, ■» 
y = asen 3 t, f 


0<í <2n. 


( 4 ) 


Elevando todos los términos de ambos miembros de las dos ecuaciones 
a la potencia 2/3 y sumándolas, obtenemos la dependencia entre x e y: 

2 _ _ 2 _ 2 _ 

x 3 + í/ 3 ~a 3 (eos 2 1 — sen 2 t), 

o bien, 


_ 2 _ 2 _ 2 _ 

* 3 +y 3 =a 3 (ó) 
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Más adelante (§ 12, cap. V) demostremos que dicha curva tiene la forma 
que se expone en la figura 78. Esta curva puede interpretarse como trayectoria 

de un punto de la circunferencia de radio , que rueda, sin resbalar, sobre otra 

circunferencia de radio a, quedando siempre dentro de la mayor (fig. 78). 



Observación 2. Señalemos que la función y = f (x) no es la única que 
se determina por las ecuaciones (4) y (5), Estas ecuaciones determinan en rea- 
lidad dos funciones continuas en el segmento — a x <:+a, una de las cuales 
toma valores no negativos y la otra, valores no positivos. 


§ 18. DERIVADA DE LA FUNCION 
DADA PARAMETRICAME NTE 


Supongamos que la representación paramétrica de la función 
y de x es 


x = q> ( t ), 


) 




( 1 ) 


y que, además, estas funciones tienen derivadas y la función 
x = (p (¿) tiene por inversa t — G)(x) que, a su vez, también tiene 
derivada. En este caso, la función y — f (x), definida por las ecuacio- 
nes paramétricas, puede ser interpretada como función compuesta 

y = $ (th t = O (x). 

Aquí, t es el argumento intermedio. 

Según la regla para derivar función compuesta, tenemos 

y x = y¡tx = ty't (t) (x) . (2) 

Del teorema de derivación de función inversa tenemos: 

1 

<P- i (*) 


®'x (x) = 


I 


Introduciendo esta expresión en la igualdad (2), obtenemos: 

y'=12L, 

<p (t) 


o sea, 


x t 


(XXI) 


Con la fórmula obtenida se puede calcular la derivada, y' , de la 
función dada paramétricamente, sin recurrir a la expresión de la 
dependencia directa de ye n función de x. 

Ejemplo 1 . La función y de x está- dada por ecuaciones paramétricas 

x = a eos t, -i, ^ ^ ^ . 

i (0 < t < jx). 
y = a sen í, J 

Calcular la derivada 4^- : 

dx 

1) para cualquier valor de í; 


2) para < = — . 

Solución. 

, _ (a sen t) ' a eos t 
~~ (a eos t ) ' ~ — a sen t 


— — cotg t\ 


2 ) (y' x ) 


— cotg— = — 1. 


Ejemplo 2. Hallar el coeficiente angular de la línea tangente a la 
cicloide, 

x = a(t — sen í)> y — a(l — cosí) 

en un punto arbitrario (0 <í<;2ji). 

Solución. El coeficiente angular de la tangente en cada punto es igual 
al valor de la derivada y’ en este punto, es decir, 


xí =a (1 — eos í), y' t = a sen í, 


y, por tanto, 


y x a (1 


o t t 

2 sen -ñ- eos — 
2 sen 2 


= COtgy=tg (^— j) ■ 


Por consiguiente, el coeficiente angular de la linea tangente a la cicloide 

en cada uno de sus puntos es igual a tg , donde í es el valor del 

parámetro correspondiente a este punto. Esto último significa que el ángulo a 
de inclinación de la línea tangente con respecto al eje x es igual a -y 

(para los valores de t situados entre — jx y jx)*). 

*) En efecto, el coeficiente angular es igual a tga, donde a es el ángulo 



I 


j 

I 




Fig. 79 Fig. 80 


La primera de estas funciones (1) se denomina seno hiperbólico 
y la segunda, coseno hiperbólico. Con estas funciones se pueden defi- 

. , . . , A , senh x . cosh x , . 

nir dos funciones mas: tai h x = — — y coth x= — — , es decir. 

cosn x senh x 


tanh# = tangente hiperbólica 

e x -f e x 

e x _l e ~ x 

coth x = cotangente hiperbólica. 



de inclinación de la línea tangente respecto al eje Ox. De aquí tga — 
t_ 

2 

JX t 

-t¡ — fT- se halla entre 0 y n. 

2 2 J 



y a== ~2 2 en at J ue ll° s valores de t, para los cuales 
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Las funciones senh x, cosh x , tanh x tienen por dominio, eviden- 
temente, todos los valores de x. La función coth x tiene el mismo 
dominio, a excepción del punto x — 0. 

Las gráficas de las funciones hiperbólicas están representadas en 
las figuras 79, 80, 81. 

De la definición de las funciones senh x y cosh x [fórmulas (1)] 
se deducen correlaciones análogas a las conocidas entre las funciones 

trigonométricas correspondientes: 

í^i cosh 2 x — senh 2 x — 1, (2) 

\ cosh (a + b) — cosh a cosh b + 

\ -f- senh a senh ó, (3) 

1 \y^9* senh (a b) — senh a cosh b-{- 

-j- cosh a senh ó. (3') 

- _ En efecto, 


cosh 2 x — senh 2 x = 


e 2x 4 - 2 4- ¿r 2x _ e 2 * + 2 - e 


Fig. 81 


Considerando que 


obtenemos: 


cosh (a b) = 


e a+b _|_ g -a-b 


cosh a cosh b -f- senh a senh b 


e^±£2 t±£l + e l^z£l 
2 2 2 2 


e a+b + e ~ a+b -f e a ' b + e~ n ~ b + e a+b — e~ a+b — e a ~ b -f e~ a ~ b 


4 


e a+b 


= cosh (a -f- b). 


Del mismo modo se demuestra la fórmula (3'). 




Funciones hiperbólicas 


1.13 


El nombre «función hiperbólica» se debe a que las funciones 
senh t y cosh t desempeñan en la representación paramétrica dé * 
la hipérbola, 

x 2 — y 2 = 1, 

el mismo papel que las funciones trigonométricas sen t y eos t en la 
representación paramétrica de la circunferencia 

x 2 + y 2 = 1. 

En efecto, eliminando el parámetro t en las ecuaciones 
x = eos t, y — sen í, 

obtendremos: 

x 2 + y 2 — eos 2 t -f- sen 2 t 
ó 

x 2 -f y 2 = 1 (ecuación de la circunferencia). 

Análogamente, 

x — cosh t, 
y — senh t 

son ecuaciones paramétricas de la hipérbola. 



En efecto, elevando al cuadrado estas ecuaciones y restando la 
segunda de la primera, obtendremos: 

x 2 — y 2 — cosh 2 t — senh 2 t. 

Ya que la expresión del segundo miembro, según la (2), es igual 
a la unidad, tenemos: 

x 2 — y 2 = 1, 

que es la ecuación de una hipérbola. 

Examinemos la circunferencia, dada por la ecuación x 2 + y 2 = 1 
(fig. 82). En las ecuaciones x = eos t, y = sen el parámetro t 
equivale numéricamente al ángulo central" AOM o al área doble S 
del sector AOM , ya que t = 2<S. 


8—601 
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Señalemos sin demostración que en las ecuaciones paramétricas 
de la hipérbola 

x = cosh í, 
y = senh t 

el parámetro t es también numéricamente igual al área doble del 
«sector hiperbólico» AOM (fig. 83). 

Las derivadas de las funciones hiperbólicas se determinan por 
las fórmulas: 


(senh x )' = cosh x , (tanh x )' = 


cosh 2 x’ 


(XXII) 


(cosh x)' = senh x, (coth x)' = — — , 

senh a: 


que se obtienen de la propia definición de función hiperbólica; 

e x — e' x 

por ejemplo, para la función senh x— — ^ > se tiene: 

(senh x)' = - cosh x. 


§ 20. DIFERENCIAL 

Supongamos que la función y — f (x) es dewvable sobre el 
segmento la, ój. En un punto x del segmento la, b\ la derivada de 
esta función se determina por la igualdad 

lím — = /'(x). 

Ax -*■ 0 Ax 

Guando Ax -*• 0, la razón ^tiende a un número determinado 

/' (x) y, por tanto, se diferencia de la derivada /' (x) en una magni- 
tud infinitamente pequeña: 

— = /'(*) + a, 


donde a ->■ 0, cuando Ax ->- 0. 

Multiplicando todos los términos de la última igualdad por 
Ax, obtenemos: 

(x) Ax-J-aAx. (1) 



l 

¡ 


Dado que en el caso general /' (x) =^= 0, entonces, cuando x es 
constante y Ax — 0, el producto /' (x) Ax es una magnitud infini- 
tamente pequeña de primer orden respecto a Ax. El producto aAx 
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W **'-'- -■£- ; ■ • 


'-■ . ■ J. 


í; \ A ■ f '; 




es siempre una magnitud infinitamente pequeña de orden superior 
a Ax , ya que 


lím a — == lím a = 0. 

Ax -*■ 0 AúC Ax -*■ 0 

Así, pues, el incremento A y de la función se compone de dos 
sumandos, de los cuales el primero recibe el nombre [cuando f {x) 

0] de parte principal del incremento, que es lineal con relación 
a Ax. El producto /' (x) Ax se denomina diferencial de la función 
y se designa por dy o df (x). 

De modo que, si la función y = f (x) tiene derivada f (x) en el 
punto x, el producto de ésta por el incremento Ax , del argumento 
se llama diferencial de la función y se designa con el símbolo dy, o sea, 

dy = f' (x) Ax. (2) 

Hallemos la diferencial de la función y — x. En este caso 

y' = (*)' = i» 


y, por tanto, dy = dx = Ax o dx — Ax. De este modo, la diferen- 
cial dx de la variable independiente x coincide con su incremento Ax. 
La igualdad dx — Ax podría ser considerada como definición de la 
diferencial de una variable independiente, y, en este caso, el ejemplo 
examinado demostraría que ello no contradice a la definición de 
diferencial de la función. En cualquier caso la fórmula f2) se puede 
escribir así: 

dy = f' (x) dx. 

Pero de esta correlación se desprende que 


f(x) = 


dy 

dx' 


Por tanto, la derivada f (x) puede ser considerada como razón 
de la diferencial de la función respecto a la diferencial de la variable 
independiente. 

Teniendo en cuenta la fórmula (2), escribamos la fórmula (1) así: 

A y = dy -\- aAx. (3) 

Así, pues, el incremento de la función difiere de la diferencial 
de ésta en una magnitud infinitamente pequeña, de orden superior 
respecto a Ax. Si f'(x) =f= 0, aAx es una infinitesimal de orden 
superior también respecto a dy, y, por tanto: 


lím i»=l+ lím g/Vf 
ax - o dy ax-h-o f (y) Ax 


a 


= 1 -f- lím 

Ax -*■ 0 f (x) 


1 . 


8 * 
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Esto nos permite, a veces, utilizar en los cálculos aproximados la 
igualdad aproximada 

Ay « dy, (4) 

o, en su forma desarrollada, 

í (x + Ax) — / (x) ^ f (x) Ax, (5) 

con lo cual se abrevian los cálculos. 

Ejemplo i. Calcular la diferencial dy y el incremento Ay de la función 

y — 

1) para valores arbitrarios de x y Ax, 

2) para valores x = 20, Ax — 0,1. 

Solución: 1) Ay = (z + Ax) 12 — x 2 = 2xAx + Ax 2 , 
dy — (x 2 ) ' Ax = 2xAx. 

2) Si x— 20 y Az = 0,l entonces: 

Ay = 2-20-0,1 + (0,1 ) 2 = 4,01, 
dy =2-28 0,1 =4,00. 

El error que resulta de la sustitución de Ay por dy es igual a 0,01. En muchos 
casos se le puede despreciar, por considerarlo pequeño en comparación con 
Ay — 4,01. 

úr El problema examinado se ilustra en la figura 84. 

En cálculos aproximados se usa también la 
igualdad aproximada que se obtiene de la ecua- 
ción (5): - 

/ (x + Ax) « / (x) + f (x) Ax. (6) 

Ejemplo 2. Supongamos /(i)=sen x. Entonces, 

/' (x) = eos x. 

En este caso, la igualdad aproximada (6) tomará la 
Fig. 84 forma 

sen (x + Ax) =« sen x + cos xAx. (7) 


A/ 


Calculemos el valor aproximado de sen 46°. Haciendo x = 45°=- 


tenemos 


Ax = I o = 


180 ’ 


46° 


• 45° 4- i 0 JL -L _ 

-45+1 4 + lg0 


Introduciendo en (7) los valores calculados, obtenemos 


/oo / JX JT \ JX 3X Jt 

sen 46 = sen I ^ I = sen + eos — — 


sen 46° 


1/2 V 2 n 

2 2 180 : 


4 180’ 

0,7071+0,7071-0,017=0,7194. 


o sea, 








El cálculo de la diferencial de una función se reduce en realidad 
al cálculo de la derivada, ya que, al multiplicar la última por la 
diferencial de argumento, se obtiene la diferencial de la función. 
Por tanto, la mayoría de los teoremas y fórmulas que se refieren 
a las derivadas, siguen siendo válidos también para las diferencia- 
les. Por ejemplo: 

La diferencial de la suma de dos funciones derivables iTy v es igual 
a la suma de las diferenciales de estas funciones : 

d (u -f v) — du + dv. 

La diferencial del producto de dos funciones derivables u y v se 
determina por la fórmula d ( uv ) = udv + vdu. Demostremos esta 
última fórmula. Si y = uv, se tiene: 


dy — y'dx — (uv' + vu) dx = uv' dx -f vu'dx , 

pero 

v' dx — dv, u' dx — du, 

luego, 

dy = udv + v du. 

Del mismo modo se demuestran las otras fórmulas; por ejemplo, 
la que determina la diferencial de un cociente: 


u 

si y = — , 
v 


7 vdu — udv 

se tiene dy = . 

v 



Veamos algunos ejemplos de cálculo de la diferencial de una función. 


.■jar.*: 






■ :-v„.7'V' 
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Ejemplo 6. ¿/ = tg 2 x, áy~2tgx 5 — dx. 

eos 2 x 

Ejemplo 7. y~~[/ 1-j-lnx, dy — — - — — dx. 

2~[/ í-{- \n x ? 

Hallar la expresión de la diferencial de una función compuesta. 
Supongamos 

V = í (w), u = cp (x), o y — f í cp (a:)]. 

Según la regla de derivación de función compuesta, se tiene: 

^ = /ú(w )< V (x). 

Por consiguiente, 

dy — fu (u) cp' (x) dx, 

pero <p' (x)dx = du , luego, dy = f ( u ) du. 

De modo que, la diferencial de una función compuesta tiene la 
misma forma que ésta tendría en caso de que el argumento intermedio 
u fuera la variable independiente . En otras palabras, la forma de la 
diferencial no depende de que el argumento de la función sea variable 
independiente o sea función de otro argumento. Esta importante pro- 
piedad de la diferencial, que se conoce por invariancia de la forma 
de la diferencial , la usaremos con frecuencia en lo sucesivo. 


Ejemplo 8. Sea la función y — sen ~)/x, hallar dy. 

Solución. Interpretando esta función como función-compuesta, se tiene: 
v = senw, u — l/x, 

de donde 


pero como 


dy — eos u — - dx\ 

21/7 

1 

~dx = du, se puede escribir: 

2 Yx 

dy ~ eos u du ó dy — eos f\/ x) d {l/ x) . 


§ 21. SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LA DIFERENCIAL 
Examinemos la función 

y = / (*) 

y su correspondiente curva (fig. 85). 

Tomemos en la curva y — f (x) un punto arbitrario M (x, y ), 
tracemos una tangente a la curva en este punto y designemos por a 
el ángulo* formado por la tangente y la dirección positiva del 

*) Suponiendo que la función / (x) tenga derivada finita en, el punto x, 
xi 

entonces a ^ , 



j 
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eje Ox. Demos a la variable independiente un incremento Ax; 
entonces la función recibirá el incremento Ay = NM A los valo- 
res x Ax , y + Ay corresponderá en la curva y — f {x) el puntó 
Mi (x - b Ax , y -f Ay). 

En el triángulo MNT encontramos: 

NT = MN tg a. 

Como 

tg a = /' (x), MN — Ax , 

tenemos 

NT = /' (*)Aa;. 

Pero, según la definición de diferencial, f (x) Ax — dy. 
Entonces, NT — dy. 



x x+Ax x 


Fie. 85 


X X+AX X 


Fig. 86 


Esta igualdad significa que la diferencial de la función f (x), 
correspondiente a los valores dados de x y Ax , es igual al incremento de la 
ordenada de la tangente a la curva y — f {x) en el punto dado x. 

En la figura 85 se ve que 

M t T = A y — dy. 

Según lo demostrado antes, / • ^ -*-0, cuando Ax -> 0. 

No siempre Ay es mayor que dy. 

Así, como se deduce de la fig. 86, 

Ay = MiN, dy = NT , es decir, Ay<dy. 


§ 22. DERIVADAS DE DIVERSOS ORDENES 

Supongamos que la función y — f (x) es derivable en un segmento 
[a, ó]. Los valores de la derivada /' ( x ) dependen de x, es decir, la 
derivada f (o?) también es función de x. Derivando esta última función, 
obtendremos la llamada segunda derivada de la función f (x). 

La derivada de la primera derivada se denomina derivada de 
segundo orden o segunda derivada de la función primitiva y se designa 
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por el símbolo y" o f" ( x ): 

y" = (y'Y = 1" (x). 

Por ejemplo, si y — x 5 , se tiene 

y' = 5a; 4 ; y" = (5a; 4 )' = 20a; 3 . 

La derivada de la segunda derivada se denomina derivada de 
tercer orden o tercera derivada y se designa por y m , o sea, /"' ( x ). 

En general, la derivada (de primer orden) de la derivada del 
orden (re— 1) se denomina derivada de n — ésimo orden de la función 
f (x) y se designa por el símbolo y (n) o /< n) (x): 

y=/ w te). 

(El orden de la derivada se pone entre paréntesis para no confundirlo 
con un exponente de potencia). 

Las derivadas de cuarto, quinto, sexto, etc. órdenes pueden 
designarse también por cifras romanas: y IV , y v , y vi , ... En este 
caso el orden de la derivada se puede escribir sin paréntesis. Por 
ejemplo, si y = x 5 , se tiene: 

y' = 5X 4 , y" = 20a; 3 , y'" = 60a; 2 , y IV = */<*> = 120a;, y v = y<5> - 

= 120, i/( 6 ) = z/ (7) — — 0. 

Ejemplo 1. Sea la función y—e hx ( k — -const). Hallar la expresión general 
de su derivada de orden n. 

Solución, y' = ke hx , y" — k 2 e hx , . . ., y in) — k n e ,ix . 

Ejemplo 2. Sea la función y — sen x. Hallar y<- n K -* 

Solución. 

y' —cosa: = sen ^x-f--^-j , 
y "~ — sen x = sen ^x-f-2 ~ j , 
y m — — cosx — sen ^x-J-3 j , 
p tv = senx = sen ^x-)-4^-j » 


y< n > = sen . 

Del mismo modo se obtienen las fórmulas de las derivadas de 
cualquier orden de otras funciones elementales. 

Obtenga Vd., como ejercicio práctico, las fórmulas de las deri- 
vadas de re — ésimo orden de las funciones y — x k , y = eos x, 
y = In x. 

Las reglas indicadas en los teoremas 2 y 3, § 7, se pueden generali- 
zar para cualquier orden de derivadas. 
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En el caso dado, son evidentes las fórmulas: 

(u-(-i;)( n ) = + (Cw) (n) = 

Demostremos la fórmula (llamada de Leibniz) para calcular la 
derivada de n— esimo orden del producto de dos funciones u (x) v (. x ). 
Para obtener esta fórmula, hallemos primero varias derivadas 
consecutivas y establezcamos después la ley general aplicable para 
el cálculo de una derivada de cualquier orden: 

V = uv, 

y' = uv -f- uv, 

y " = u'v -(- uv -f- uv -(- uv" = u"v -(- 2 uv -f- uv", 
y" = u"v -j- u'v + 2 u"v + 2 uv" + uv" -{-uv" = 

= u'v -j- 3 uv -f- 3 uv" + uv", 

y IV = u lv v -f- 4 u'v -f- Qu'v" -{- 4 u'v" -j- uv lY . 

Se ve que la ley de la obtención de las derivadas es válida para 
derivadas de cualquier orden y es como sigue. 

Se desarrolla la expresión (u -f- v) n por la fórmula del binomio 
de Newtou y en la serie obtenida se sustituyen los exponentes de 
u y v por los índices del orden de las derivadas; además, los exponen- 
tes cero (w°— v° = 1) que entran en los términos extremos del desa- 
rrollo, se sustituyen por las propias funciones (es decLe, por las 
«derivadas del orden cero»): 

y M = (uv) {n) = u M v + nu { ’‘- í) v+?^^-u in - 2) v~+ ... +uv u \ 

1 • 2 

Es decir, hemos obtenido la fórmula de Leibniz . 

En rigor, se pudo llegar también a esta fórmula por el método 
de inducción matemática completa (es decir, demostrar de que, 
siendo válida la fórmula para el n — ésimo orden, es válida también 
para el orden n + 1). 

Ejemplo 3. Dada la función y — e ax x 2 . Hallar la derivada i/< n >. 

Solución. 

u — eQx, v = x 2 , 

u'.— ae ax , v' —2x, 

u" — a 2 e ax , v" = 2, 

u n = a n e ax , v = ... = 0 , 

yl n >=a n e ax x 2 + na n -le ax -2x-\- " ^ a n ~ 2 e ax -2, 

es decir, 

yin) __ e ax [ a n x 2 -j- 2 na n ~ l x J r n (n — 1) a n ~ 2 j. 
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§ 23. DIFERENCIALES DE DIVERSOS ORDENES 

Supongamos la función y = f (x), donde x es una variable 
independiente. La diferencial de esta función, 

dy = f ( x ) dx, 

es cierta función de x. Pero de x puede depender sólo el primer fac- j 
tor f (x), puesto que el segundo, (dx) es un incremento de la varia- | 
ble independiente x que no depende del valor de ésta. Como dy es ! 
función de x , se puede hablar de la diferencial de esta función. 

La diferencial de la diferencial de una función se denomina 
segunda diferencial o diferencial de segundo orden de esta función ; 
y se designa por d 2 y: j 

d (dy) = d 2 y. ' j 

Hallemos la expresión de la segunda diferencial. En virtud de la 
definición general de diferencial, tenemos: | 

d 2 y — \f (x) dxYdx. 

Puesto que dx es independiente de x, al derivar, dx se escribe j 
fuera del signo de la derivada. Así, tendremos | 

d 2 y = f m (x) (dx) 2 . 

En la potencia de la diferencial se omite ^el paréntesis. Por ! 
ejemplo, en lugar de (dx) 2 se escribe dx 2 , sobreentendiéndose que 
se trata del cuadrado de la expresión dx\ (dx) z se escribirá dx 3 y así 
sucesivamente. ! 

Se llama tercera diferencial o diferencial de tercer orden de una j 
función a la diferencial de la segunda diferencial de esta función: J 

d 3 y = d (d 2 y) = [f" (x) dx 2 Y dx = f m (x) dx 3 . j 

En general, se llama diferencial de n-ésimo orden a la primera dife- j 
rencial de la diferencial del orden (n — 1), 

d n y = d (d n -'y) = [f n - ú (x) dx 71 -']' dx, 

d n y = f in) (x)dx n . (1) 


Sirviéndonos de las diferenciales de diversos órdenes, la deri- 
vada de un orden cualquiera puede ser expresada como la razón de 
las diferenciales del orden correspondiente: 


f(x) = 


dy. 

dx ’ 


f'(x) = 


d 2 y 

dx 2 




& V 
dx 11 


( 2 ) 
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Conviene anotar, sin embargo, que las igualdades (1) y (2) (para 
n >* 1) son válidas sólo en el caso de que x sea una variable inde- 
pendiente*). 


§ 24. DERIVADAS DE DIVERSOS ORDENES 
DE FUNCIONES IMPLICITAS Y DE FUNCIONES 
REPRESENTADAS PARAMETRICAME NTE 

1. Veamos con un ejemplo el método para obtener las deriva- 
dás de diversos órdenes de las funciones implícitas. 

Supongamos que la función implícita y de £ viene determinada 
por la igualdad 

^+^- 1 = 0 - ( 1 ) 

a b 


Derivando respecto a x todos los términos de esta igualdad 
y teniendo en cuenta que y es función de x, resulta: 



2x 2 y dy _q 

a 2 ^ fc 2 dx 



de aquí hallamos 

dy b 2 x 

dx ~ a 2 y' 


(2) 


Volvamos a derivar la última igualdad respecto a x (teniendo 
en cuenta que y es función de x): 

dy 

d z y b 2 y X dx 
dx 2 • a 2 y 2 


Sustituyendo aquí la derivada 
dad (2), se obtiene: 


si por su 


expresión en la igual- 


d*y 

dx 2 


,*V + X j 


b 2 x 


a y 


*) Sin embargo, la igualdad (2) la escribiremos también en el caso en que x 

d 2 y d n y 

no sea variable independiente, pero entonces, las expresiones , ..... 
se deben considerar como representación simbólica de las derivadas. 
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y simplificando: 


A 

dx 2 


b 2 ( a 2 y 2 + b z x ¿ ) 

a y 


2 2 \ 


De la ecuación (1) se deduce 

a?y 2 -f- óV = a 2 fe 2 , 

luego, la segunda derivada puede ser presentada en la forma: 

d 2 y ó 4 


dx 2 


_2 3 

a y 


d 3 y 


Derivando la última igualdad respecto a x, hallamos y así 
sucesivamente. 

2. Veamos ahora el modo de hallar las derivadas de órdenes 
superiores de la función representada paramétricamente. 

Supongamos que la función y de x viene dada paramétrica- 
mente por 


y = ^{t), J 0 


<t<T, 


(3) 


y la función x = <p (t) en el segmento [í 0 , T\ tiene su inversa, 
t = cD (*). 

Se ha demostrado en el § 18 que en este caso la derivada ~ se 

dx 

determina por la igualdad 


dy 

dy dt 
dx ¿x 
dt 


(4) 


d*y 


Para hallar la segunda derivada derivemos respecto a x la 
igualdad (4), teniendo en cuenta que t es función de x: 

d 2 y 


dx 2 




( 5 ) 
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§ 25. INTERPRETACION MECANICA 
DE LA SEGUNDA DERIVADA 

El espacio s recorrido por un cuerpo en movimiento de trasla- 
ción en función del tiempo £, se expresa así: 

5 = / (; t ). (1) 

Como es sabido (§ 1, cap. III), la velocidad v del cuerpo en un 
instante dado es igual a la primera derivada del espacio recorrido 
respecto al tiempo: 

"Hr- (2) 

Supongamos que en cierto instante t la velocidad del cuerpo 
era v. Si el movimiento no es uniforme, en el intervalo de tiempo 
A t a partir de t, la velocidad variará, recibiendo el incremento A v. 

Se denomina aceleración media en el tiempo A t la razón del 
incremento de la velocidad Av respecto al del tiempo: 

Ay 


Ai 

Se denomina aceleración en un instante dado el límite de la razón 
del incremento de la velocidad respecto al del Tiempo, cuando 
éste tiende a cero 

,, Av 

a— iim ; 

Ai — ► 0 A t 

es decir, la aceleración (en el instante dado) es igual a la derivada 
de la velocidad respecto al tiempo: 

dv 


dt 


pero como v = — , se tiene, por consiguiente: 
dt 

d ( ds \ __ d 2 s 
dt \ dt ) dt 2 

o sea que la aceleración del movimiento rectilíneo es igual a la segunda 
derivada del espacio recorrido respecto al tiempo. De la igualdad (1) 
tenemos 


« - /" ( 0 . 
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i Ejemplo. Hallar la velocidad v y la aceleración a de un cuerpo que cae 

j libremente en el espacio por efecto de la gravedad, si el espacio recorrido s depen- 
de del tiempo t, según la siguiente fórmula: 

S=~ gt 2 -\-v 0 t + s 0 , (3) 

! donde g = 9,8 m/seg 2 es la aceleración de la gravedad 

y so = s í=o» e l valor de s, cuando t — 0. 

Solución. Derivando, hallamos: 

| v=J Jt = s t+v °- < 4 > 

De esta fórmula se deduce v 0 — (y)f=o- 
| Derivando una vez más, hallamos: 

dv d 2 s 

az= Tt~~~W 8 ' 

Recíprocamente, si la aceleración de cierto movimiento permanece cons- 
tante y es igual a g, la velocidad se expresará por la igualdad (4), y el espacio 
recorrido por la (3), a condición de que ( v)t—o — »o y (s)f=o = s 0 . 

§ 26. ECUACIONES DE LA LINEA TANGENTE Y DE LA NORMAL. 

LONGITUDES DE LA LINEA SUBTANGENTE Y DE IA SUBNORMAL 

Sea una curva cuya ecuación es 

y = / fc)- 

Tomemos en esta curva un punto M (xi, y i) (fig. 87) y escriba- 
mos la ecuación de la tangente a la curva dada en el punto M, 
suponiendo que esta tangente no sea paralela al eje de ordenadas. 



La ecuación de una recta, del coeficiente angular k, que pasa 
por el punto M, es de la forma 

y — Ui = k (x — xi). 

En el caso de la tangente (§ 3), 

k — f (; x 0 . . 
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Por tanto, la ecuación de la tangente será: 

y — y\ = /' (*i) (x — xd. 

Conjuntamente con la tangente a la curva en el punto dado, 
surge con frecuencia la necesidad de estudiar la normal. 

Definición. Se denomina normal a la curva en un punto dado, 
a la recta que, pasando por éste, es perpendicular a la tangente 
trazada por el mismo punto. 

De la definición de normal se deduce que su coeficiente angu- 
lar k n está relacionado con el coeficiente angular k t de la tangente 
de la manera siguiente: 


es decir, 


k n = - — , 

k t 


k n = — 


/ {xd 


Por tanto, la ecuación de la normal a la curva y = f (x) en el 
punto M (x { , y t ) tiene la forma 

y — yi = — -~~r (x — xd. 
f {xd 

Ejemplo i. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 
y = i 3 , en el punto M (1, 1). 

Solución. Puesto que y' — 3z 2 , el coeficiente angular de la tangente 
es igual a (y') x==1 — 3. Por consiguiente, la ecuación de la tangente será 
y — 1 = 3 (x — 1) ó y = 3x — 2. 

La ecuación de la normal es: 

1 


o sea, 


(fig. 88). 


y — 1= — -j( x — 1) 


1 i 4 

v = -3 X + T 


La longitud T del segmento de la tangente QM (fig. 87) com- 
prendido entre el punto de tangencia y el eje Ox se denomina longitud 
de la tangente . La proyección del segmento indicado sobre el eje Ox , 
es decir, el segmento QP, se llama sub tangente y su longitud se 
designa por S T . La longitud N del segmento MR se llama longitud 
de la normal y la proyección RP del segmento RM sobre el eje Ox 
toma el nombre de subnormal y su longitud se designa por S N . 
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Hallemos los valores T, S T , TV, S N para la curva y — f (x) 
y el punto M {x lr y t ). 

En la figura 87 podemos observar que 


por tanto, 


it c y ct 

Vi 


tga 

nr» 

Vi . 

JL 

y\ 

y\ 

_ Vi 

y'i 

y'i 


al mismo tiempo esta figura muestra que 

PR = y x tg a = y iy l, 

y entonces 

$n — | ¿/ií/l l« 

N = ~\/ y\ -}- (í/ií/i) 2 = I í/i Vi -j- ¿/i 2 1- 

Las fórmulas indicadas han sido obtenidas en el supuesto de que 
y x >0, y[ >* 0. Sin embargo, son válidas, también, para un caso 
cualquiera. 




Fig. 88 


Fig. 89 


Ejemplo 2. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal y las lon- 
gitudes de la tangente, subtangente, normal y subnormal de la elipse: 

x = acost, y = bsent (1) 

JI 

en el punto M (x u y { ), en el cual í = — (fig- 89). 

Solución. De las ecuaciones (1) deducimos 

dx dij dy b . / dy \ b 

= —asent; -^- = 6 cosí; ~= cotg t\ 1 -y- = . 

dt dt dx a & V dx ) n a 
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Derivada y diferencial 


Hallemos ahora las coordenadas del punto de tangencia M: 

ion de la tangente: y — = — — ^=) , o sea, bx-j-ay — ab 'V / 2=0. 


Ecuación 
Ecuación de la normal: 
b 


— y= = y i 3 " — tTi) ’ 0 Sea ’ ( ax ~^) V2— a2 + 62 = 0. 


1/2 


Longitudes de la subtangente y de la subnormal: 
b 


S i’ = 


V2 


a 

: yT* 


6 / &\ 62 
V 2 V a / _ a ]/2 * 


Longitudes de la tangente y de la normal: 
b 


T = 


N = 






yi^+í-v) 2 hr7i Vaí+í>! - 


§ 27. INTERPRETACION GEOMETRICA 
DE LA DERIVADA DEL RADIO VECTOR 
RESPECTO AL ANGULO POLAR 

Supongamos que tenemos una curva cuya ecuación en coorde- 
nadas polares es 

P = / (9). (1) 

Escribamos las fórmulas para transformar las coordenadas 
polares en cartesianas: 

x = pcos0, y — psenQ. 

Sustituyendo p en estas ecuaciones por su expresión mediante 0 
en la ecuación (1), tendremos: 

x = f (0) cos0, y = / (0)sen0. (2) 

Las ecuaciones (2) constituyen la representación paramétrica de 
la curva dada, sirviendo de parámetro el ángulo polar 0 (fig. 90). 

Designando por <p el ángulo formado por la tangente a la curva 
en cierto punto M (p, 0) con la dirección positiva del eje de abscisas. 


Interpretación geométrica de la derivada del radio vector 


tendremos 


do „ , 

-j- sen G -f- pcos 0 
o6 


. dy dQ d0 ‘ 

tg,p= s=s' osea - tsv= ^ 1 

de ^cose-psene 


Designemos por p, el ángulo formado por el radio vector y la 
tangente. Evidentemente, p = <p — 0 


tg|A = 


tg <P ~ tg 9 
1 + tg(jptg0 


Sustituyendo tg <p por su expresión (3) y haciendo las transfor- 
maciones correspondientes, obtenemos: 

(p' sen 9 + pcos 0) eos 0 — (p'cos 0 — p sen 0) sen 0 p 


o bien 


(p'cos 0 — p sen 0) eos 0 -j- (p' sen 0 -j- pcos 0) sen 0 p' 


P 0 = P cotg 


De modo que la derivada del radio vector respecto al ángulo 
polar es igual al producto de la longitud del primero porja cotangen- 



Fig. 90 

te de,l ángulo formado por el radio vector y la tangente a la curva 
en el punto dado. 

Ejemplo. 

Como ilustración, demostrar que la tangente a la espiral logarítmica 
p = e aQ forma con el radío vector un ángulo constante. 

Solución. De la ecuación de la espiral deducimos: p' = ae a ©. En virtud 
de la fórmula (4), obtenemos: 

p' , . 

cotgp = ^ = a, es decir, p = arccotga = const. 



9 * 
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Derivada y diferencial 


Ejercicios para el capítulo III 

Partiendo de la definición de derivada, hallar las derivadas de las 
funciones: 

1 1 — 

1. y = x 3 . Respuesta : 3a: 2 . 2. y— — . Respuesta : — . 3. y = ~\/x. Respues - 


1 


x 2 

5. y = sen 2 x. Respuesta : 


1 1 

ía: — . 4. y = — — . Respuesta: . 

2 1/x Vx 2x V 1 

2 sen x eos x. 6. y = 2x 2 — x. Respuesta : 4x — 1. 

Determinar las tangentes de ángulos de inclinación de las líneas tan- 
gentes a las curvas: 

7. y=>x 3 . a) Guando x = l . Respuesta: 3. b) Cuando x — — 1. Respuesta: 3; 

1 

construir la gráfica. 8. y = — . a) Guando x = 1/2. Respuesta: — 4. b) Cuando 

x 

x=j1. Respuesta: — 1; construir la gráfica. 9. y — ~[/ x cuando x = 2. Res- 

1 — 

puesta: ~[/2. 

Hallar las derivadas de las funciones: 

10. y = x 4 + 3x 2 — 6. Respuesta’ y' = 4x 3 + 6x. 11. y = Qx 3 — x 2 . Respuesta: 

y' — 18x 2 — 2x. 12. y — - X -- ^—r — x. Respuesta: y’ = -~~r — 1. 

9 a-\-b a — b a-\-b a — b 

r3 j-2 — 1_ A 3^2 r2 

13. y = = . Respuesta: y’ — = . 14. y — 2ax 3 — + c. Respuesta: 


2x - - - - 

y' = 6ax 2 . 15. y = 6x 2 + 4x 2 + 2x. Respuesta: y' =21x 2 + 10x 2 +2. 16. y 


i 


>y3x + p x + — . Respuesta : y' = — + 3/ - 9 

K * 2Vx 3fx2 3:2 


*: )7 . 


Respuesta: y' — 


3 (x-f- 1) 2 (x — 1) 


x 2 


y = 


5 

2x 2 

1 m , 2x 2rc 2 


— + ^-+-p- + ^. *«?««<«: 


m x 2 n 2 
2 1 1 


18. y 

19. y = fx 2 — 2 ~l/x + 5. Respuesta: y 


20 . 


ax 2 

^4 


fx - X Vx 


f X 5 | 

— — . Respuesta: y'=-^-ax — 
y x o 


3 fx "l/^ 

3 1 -- 

2"bx 2 + -g-* 6 

+ 3x + 10x 3 ). 22. y = x(2x — 1) (3x4-2). Respuesta: y’ — 2 (9x 2 -)-x — 1). 

2x 4 

23. y = (2x — 1) (x 2 — 6x + 3). Resp. y' = 6x 2 — 26x + 12. 24. y — — — . Resp. 


21. y = (l + 4x 3 ) (l + 2x 2 ). Respuesta: y'=4x(l + 


4x 3 (2& 2 -.x 2 ) OK 
y (6 2 — x 2 ) 2 ' 25 ' 

Resp. /'(f)-- í2(3 + í2) 


a + x 


. Resp. y' 


2 a 


(a + x) 2 


ó 2 — x 2 
. 26. f(t) = 


t 3 


(1-H 2 ) 2 ' 


27. /(*)= (g ^3 -. /'(*) = 


x 3 4- 1 x 4 — 2x 3 — 6x 2 — 2x4-1 

28. y = xa -.;_2 - *' = ■ o i« — • 29. y 


(x 2 — x — 2) 2 


1 _1. ¿2 ■ 
(5 + 2) (£+4) 
(6+3)2 * 

— . Resp. 
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x p 1 [(p — m) x 1 


-pa 1 


( x ™ — a m ) 2 


30. y = ( 2x2 — 3)2. fí es p . y > ^Sx^x 2 — 3). 


31* y = (^ 2 + a 2 ) 5 . Resp. y = 10x (x 2 -f- a 2 ) 4 . 32. ¡/ = ]/iHa 2 . Resp. y' = 

==■ 33. y = + y' = - “ . 34. y = l/ . 

2 + a 2 21/a- x ' 1— * 

1 oc 2x2-1 

7 - . 35. y = 

(1— *)Vl — *a 

36. y = f r .r 2 + * + 1 . tfesp. y' 


t= y^ 2 + 

Resp. y ' = 


x 1/ 1 -j- x 2 
2x + 1 

3 f (x 2 -j-x — ¡— l) 2 


y 

. y' ~ 


1 + 4x 2 


*2y ( l + x 2)3 ’ 
37. y — (l + yi) 3 . Resp. 


y ,,= ) • 38. y = |^x + y r "x-fyx. Resp. y’ 


2 y^x+yy+yí 

x(l4 r- — 1 f 1 4 —7 =^. 39. y = sen 2 x. Resp. y' = se n2x. 

V 2/x + Vx^ 2Vi/ 


40. y = 2 sen x-j- eos 3x. Resp. y'— 2 eos x — 3sen3x. 41. y = tg (ax-j-6). Resp. 

CL SGI1 X 1 

y . .V • 42. y — . Resp. y’ . 43. y = sen 2x eos 3x. 


eos 2 (ax -|- b) ' * l + cosx‘ ^ 1-f-cosx 

Resp. y ' = 2 eos 2x eos 3x — 3sen2xsen3x. 44. y = cotg 2 5x. Resp. y' — 
= — 10 cotg 5x esc 2 5x. 45. y = í sen í + cos t. Resp. y' — t eos t. 46. y = sen 3 icos t. 

Resp. y' = sen 2 t (3 eos 2 1 — sen 2 i). 47. y = a"l/ cos2x. Resp. y’ — — - Sen . 

y eos 2x 


48. r—a sen 3 — - . Resp. rq> — a sen 2 eos . 49. y 

¿ OO 

2x eos x-j-sen 2 x (tg -|~f cotg -J. j 


t«4-+cotg-|* 


. Resp. y' 


x 2 sen 2 x 


50. y — a ^1 — eos 2 . Resp. y' 


■==2a sen 3 — eos — . 51. y = -^-tg 2 x. Resp. y' = tgxsc 2 x. 52. y = lncosx. 

Resp. y'—— tgx. 53. y = lntgx. Resp. y' — 2/sen 2x. 54. y = lnsen 2 x. Resp. 

y' = 2 cotg x. 55. y = — i _ Resp. y' — sen x-j-cos x. 56. y = ln S - en - . 

sex r 1 — senx 

i?esp. y'= — - — . 57. y = ln tg [ J— ). Resp. y ' —■ — - — . 58. y =» 

= sen (x -f- a) eos (x -f a) . Resp. y' = cos2 (x-f a). 59. / (x) = sen (lnx). Resp. 

f (x) == — ^ ln . 60. /(x) = tg (lnx). flesp. f (x) = üJlllf) . 6i. / (x) =. 

1 

= sen(cosx). i?esp. /' (x) = — sen x eos (eos x). 62. r — — tg 3 <p — tg<p + q>. 

dr 

Resp. --j— — tg 4 <p. 63. / (x)=(x cotgx) 2 . i?esp. /' (x)— 2xcotg x (cotgx — x esc 2 x). 

64. y = ln (ax -J- b) . Resp. y' = a/(ax-j-b) . 65. y = log a (x 2 -{-l). Resp. 
2x . 1-t-x „ . 2 


y = 


(x 2 -j- 1 ) ln 


66. y = lnj— ^ . Resp. y' = ■ 67. y = log 3 (x 2 — sen x). 


Resp. y' — - 


2x — eos x 


68. y— ln 


1 +x 2 


r2 


(x 2 — sen x) ln 3 ‘ 

:ln (x 2 -j-x). Resp. y' .70. y = ln (x 3 — 2x-f 5). Resp. y' = - 3°^ 2x ~\l ) 


Resp. y'^ y~¿4 - 69, y : 

3x 2 — 2 
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71. y = xlnx. Resp. y' = lnx-4-l. 72. y=ln 3 x. Resp. y' = - * . 73. y = 
= ln(x + yíTÍ2). Resp. y' — ^-7 - ^ = . 74. y = ln(lnx). Resp. y' * 


75 


l/l-fx 2 ' '■ ' * xlnx ' 

• /(*) = >“ VÜI- *"!>• /'W = l4í5- 76 - 


2 / d —I— "l / _j__ ¿p2 

i?esp. /' (x) = — — . 77. y = ya 2 -f-x 2 — a ln — -■ — . Resp. y' = 

yi+x 2 ^ * 

= 78. y — ln (x -f~ V* 2 + a 2 ) - ** • *«p. tf' = 

yx 2 + a2 


X 2 

1 


sen 3 x 


79. y- 
80. 


eos x 


2 sen 2 x 2 
sen x 

y — 2 eos 2 x 


ln tg 
Resp. 


2 ' 


y = 


Resp. y' = 

1 -(- sen 2 x 
2co.s 3 x 


1 


81. y = -^- tg 2 x-{- ln eos x. Resp. y' = tg 3 x. 82. y = e ax . Resp. y' =ae ax . 

83. y = e 4x+5 j Resp. y' = 4e 4x+5 . 84. y — a xi . Resp. 2xa x * ln a. 85. y = 7 x2 + 2x . 
i?«sp. y' = 2(x-j-l) 7 a:2 ^' 2x ln7. 86. y — c a ~ x . Resp. y'— — 2 xc a *~ x ln. c. 
87. y — ae^ x . Resp. y' = — - — e 88. r = a 9 . Resp. r' — a Q Ina. 89. r = 

2 y 5 

cír a ln9 lna 


= a ln ®. Resp. 


dQ 


0 


90. y — e x (1 — x 2 ). Resp. y' — e x (1 — 2x — x 2 ). 


e X \ OpX e x 4 

M - »«<>• = 92 ‘ » = ln »'=T+^- 

x —X x _x 

93. y = ^-[ e « — e ® j . ¿?esp. y'=y 5 ) . 94. y = e $enx Resp y > = 

^gsenx cogj. 95. y — a tgnx . R e sp. y' = na l & nx se 2 nx ln a. 96. y = e cos x sen x. 
Z?esp. y' = e cos:ic (cosx — sen 2 x). 97. y — e x lnsenx. Resp. y' = e x (cotgx-{- 
-f-lnsen x). 98. y = x Tl e sen9: . Resp. y' = x n ' 1 e sen x («-fx eos x). 99. y — x x . 

Resp. y’ = x x (lnx-j-1). 100. y —x x .Resp. y'==x x ^- — ~ X - j . 101. y~x lnx . 

Resp. y ' — xln x_i ln x 2 . 102. y = e x .Resp. y ' = e x (1 -f- ln x) x x . 103. y = ( x¡n) nx . 
Resp. y'=n (Í-)" X (l + ln -Í-) . 104. y = x sen*. Resp. x sen x X 

( enn \ 

i-lnxcosxj . 105. y = ( sen x) x . Resp. (sen x) x (ln sen x-J-x cotg x). 

106. y — (senx)tg x . Resp. y ' — (sen x) l S x (1 -j-sc 2 x ln sen x). 107. y — tgx 

108. y — senyi — 2 X . Resp.y' = 


l — e x 

X T+7¿- Bes P- y' = 


p2X 


(l + e x ) 2 A — e* 
v 1 ' eos 2 


1-H a 


= — eos Vl — 2 x 23Cln2 1Q9> iQxtgx^ Resp . y' = 10 x tg x lnl0x 

2yi-2 x 

x ( tg *+db)' 



Ejercicios para el capítulo III 


135 


Calcular las derivadas de las funciones siguientes, hallando previamente 
sus logaritmos. 110. y= . Resp. y' = l j/ ^!± 1 I (1 + 


2x 


X 


X2 + 1 

(s 3 


* i . i». z>» „,, p .._ (-+D»^(— ü)» v 

1/ y(x — 3) 2 t+X — 3) 2 

) . 112. y = 


(x + 1) 2 


+ 1 1 4(z — 2) 5 (x — 3) 

( x + 1) (5x 2 + 14x + 5) 

(1 + 2)4 (x + 3)5 * 

— 161x 2 + 480x — 271 


113. y = 


(x + 2)3(x + 3)4 ' 
V (x — 1)2 
— 2)3 f (X — 3)7 * 

X (1 +x 2 ) 


60y (x — l) 3 y (x — 2) 7 y (x — 3) 


lo 


114. y~ 


yi— x 2 


Resp. y' — 
Resp. y' = 
Resp. y r — 


1 + 3x2 — 2x4 


(1 — x 2)2 


115. y — x 5 (a + 3x) 3 (a — 2x) 2 . Resp. y' = 5x 4 (a + 3x) 2 x 

-r 1 

117. 


X (& — 2x) (a 2 + 2ax — 12x 2 ). 116. y = arcsen — . Resp. y' = ^ 

y — (arcsen x) 2 . Resp. y ' = H-^ - CS — T - . 118. y = arctg (x 2 4- 1). Resp. y' = 


2x 


yi— x* 

2x 2 

. 119. y = arctg^ — ^ . Resp. y' — A , ~ 2 . 120. y = árceos (x 2 ). 


1 +(x 2 + 1) 2 

D , — 2x árceos x , 

Resp. y = — 121. y — . Resp. y 


1 + x 2 

— (x+Vl — x 2 árceos x) 

X 2 y 1 — a;2 


1 


123. p = xy«2 — x 2 + a 2 x 


yi-: 

x + 1 

122. y = arcsen — -=- . Resp. y' , 

y2 yi— 2x-x 2 

X arcsen-^-. Resp. y' = 2~\/a 2 — x 2 . 124. y — ~\/cfi — x 2 + a arcsen — . Resp. 

du 


y 


K a + x 


X arctg- 


+¿ 

x y 3 

1 — X 2 


125. u = arctg 7—^-.. -ñesp. 


. Resp. y'- 


1 — av 
x 2 + 1 


di; 


1 1 
r— -5. 126. y = -4= X 
1 + y 1/3 


x 4 4 - x 2 + 1 


. 127. y = x arcsen x. Resp. y ' — arcsen x + 


128. / (x) = árceos (lnx). /' (x) = 

eos x 


129 


x yi-ln 2 x 

130. y = 


' yi— x 2 * 

/ (x) = arcsen 4/ sen x. Resp. f(x) ~ . 

2 y sen x — sen 2 x 

/ 1 eos X 1 

= arctg y - - — (ü<++jx). Resp. y' =-^ . 131. y = e a rctg5c p es p y' = 

2 

Resp. y ' = ^ . _ x . 133. y = x a rcsen X 


e arctgx e a 

. 132. y = arctg — 


1 + x 2 
fiesp. y' = x arcs enx 

eos 


2 


e* + e~ 


{ arcsen x 


Inx 


eos 


yi— x 2 

x _ f +1 en los cuadrantes 1 ro y 4° 4senx 

x| \ — 1 en los cuadrantes 2 o y 3 o ' °* ^ — arc 8 3 4- 5 eos 

. 136. y = arctg — + ln 1/ X - — - a - Resp. y' 

eos x v & x rx + a 


1^; \ 

} . 134. y = arcsen (sen x). Resp. y' — 
— • 


nesp. y' =5^3 



zea;.:-* w. 


■' . ' -r 


Derivada y diferencial 


3 / 1 4- x \ 4 1 t 2 - - 

^4 • 137. y = ln arctgx. i?esp. y' = fHÍS • 138 - 


2^2 1 

j-ln ~\/ 1 -\-x 2 A- axctg x . Resp. 


- 4 . 139. y: 


1 , x-fl 1 2x — 1 , 1 

ln . - H t= arctg y' = — — — . 140. y = 

3 y x2 _ x+ i y 3 y 3 * 3 +i 


. l-fxV2 + ^ 2 , , x y§ „ , 41/2 

= 1 ° l-,V 2 +x» + arCtg 4^- ñ “ P - S "=T +F- 141 » = 

x2« — 1 2re I x | n 

= arCC0S g+i^'» - X(X¿+1) - 

Derivación de las funciones implícitas 

Hallar si: 
dx 

142. y 2 = Apx. Resp. 4^ = —- 143. x a +y a = a a : ¿? esp . ÉJL = 

dx y * ^ dx y 

144. ¿2 X 2 a 2 y 2 — a 2 b 2 . Resp. 145. y 3 — 3y + 2ax = 0. 

dx a 2 y dx 

9 A A A , y A A 

- » 2 1 „ 2 — n 2 AA-__ 1/ JL 4/57 3 , „ 3 


3(1 — y 2 ) • 146 - x +y =a • Res P-~d¿ = -V —■ 147 * * +y = 


= a 3 . i? esp . -^-=- 


148. y 2 — 2xy + fe2 = 0 . /?«/>. = . 

x dx y — x 


149. x 3 + y 3 — 3axy = 0. Resp. — ^ — — . 150. y = eos (x -¡-y). Resp. = 

ctx y iíz dx 

- - (*») «• *«* £- - ‘AnTxlT* ■ 

x j ¿vil y j (xx x ¿vil ixy j 


Hallar de las funciones dadas paramétricamente: 

152. x = acosí, y — bsent. Resp. cotg í. 153. x = a (t — sen í); y = 

= a(l — cosí). i?esp. = cotg ~ . 154. x — a eos 3 í; y — b sen 3 í . Resp. - = 
dx 2 dx 

b 3 ai 3 aí 2 dy 2t 

= tg í. 155. x = — — - — — ; y = -¿ — ¡ — 5 -. Resp. -r— = -7 5 -. 156. w = 

a 6 l + f 2 ’ * l + í 2 y dx 1 — í 2 


156. u — 


= 2 ln cotg s, v = tg s -j-cotg 5 . Demostrar que - 7 ^- = tg2 s. 

Hallar las tangentes de los ángulos de inclinación de las líneas tangen- 
tes a las curvas: 

^ 

157. x = cosí, y = sení en el punto x— — — ,y~~[/3/2. Construir la grá- 
fica, Respuesta: l/y3. 158. x = 2cosí, y = sen í en el punto x = l, y = 
= — 1/3/2 . Construir la gráfica. Respuesta-. — l/3. 159. x~a(t — sení). 




¡r ***?\ V ' 

v í r >/:"•*.■ .. í - V'¿ \ ' -5í 


i 


■ ■ : • ,1 
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y = a{ 1 — cosí) cuando í = ji/2. Construir la. gráfica. Respuesta : 1. 160. a: = 

3X N 

= acos 3 í, y = asen 3 í cuando í=-j-.: Construir la gráfica. Respuesta : — 1. 

161. Un cuerpo lanzado al espacio, formando con la horizontal un ángulo a, 
describe en el vacío, por acción de la gravedad, una curva (parábola), cuyas 

gt 

ecuaciones son: x = v 0 eos ai, y = v 0 senaí — (g = 9,S m/seg 2 ). Sabiendo que 

a = 60°, y 0 = 50 m/seg, determinar la dirección del movimiento, cuando: 
1) í = 2seg; 2) í = 7seg. Construir la gráfica. Respuesta : 1) tg «pj = 0,948, 
<Pi — 43°30'; 2) tg <p 2 = —1,012, <p2= -fl34°7'. 

Hallar las diferenciales de jas funciones siguientes: 162. y — {a 2 — x 2 ) 5 . 
Respuesta: dy = — lOx (a 2 — x 2 ) 4 dx. 163. y~']/i-\-x i . Respuesta : dy = 

x dx 1 , 

= . - 164. y= — tg 3 x-(-tgx. Respuesta : dy = sc 4 xdx. 165. y = 

V i + x2 

xlnx ... . , lnxdx 

= +ln(l— x). Respuesta : dy = ^_ x2 y • 

Calcular los incrementos y diferenciales de las funciones: 

166. y — 2x 2 — x, cuando x = l, Ax = 0,01. Respuesta : Ay = 0,0302, dy = 0,03. 

167. Dada j/ = x 3 -(-2x. Hallar Ay y dy, cuando x=— 1, Ax=0,02. Respuesta: 
Ay — 0, 098808, dy=0,l. 168. Dada y = senx. Hallar dy, cuando x = jc/3, 

Ax = n/18. Respuesta : dy — -^- = 0,00873. 169. Conociendo que sen 60° = 

3b 

= 1/3/2 —0,866025; cos60° = -|-, bailar los valores aproximados de sen60°3' 

y sen 60°18'. Comparár los resultados con datos tabulares. Respuesta : sen 60°3' 
^0,866461; sen 60°18' 0,868643. 170. Hallar el valor aproximado de 
tg45°4'30". Respuesta: 1,00262. 171. Conociendo que logi<f200 = 2,30103, 

bailar el valor aproximado de log^o 200,2. Respuesta: 2,30146. 

Derivadas de diversas órdenes 172. y — 3x 3 — 2x 2 + 5x — 1. Hallar y". 

12 


Resp. 18x — 4. 173. y = V^. Hallar y'". Resp. ~x 


. 174. y — x 6 . Ha 


llar y< 6 >. Resp. 6!. 175. y=-^-. Hallar y". Resp. — — . 176. y = 

= l/«2— x 2 . Hallar y". Resp. ° 2 - . 177. y = 2 yj. Hallar 

(a 2 — x 2 ) Va 2 — x 2 

J< 4 >. Resp. — — 178. y = ax 2 +fex + c. Hallar y'". Resp. 0. 179. /(x) = 

ln(x+l). Hallar / IV (x). Resp. — — f . 180. y = tgx. Hallar y"'. 

Resp. 6sc 4 x — 4sc 2 x. 181. y = lnsenx. Hallar y"'. Resp. 2cotgxcsc 2 x. 
182. f(x) = ~\/ sc2x. Hallar /"(x). -Resp. f" (x) = 3 [/ (x)] 5 — / (x). 183. y = 

= g . Hallar / IV (x). Resp. — ‘ ■ . 184. p = (g 2 -M 2 ) arctg ~ . Ha- 

llat % ■ Bes P- W +W • 185 ‘ l ' = T( e “ +e “)• HaUar -S'-- R,! 5 P¿- 

186. y — cosax. Hallar y< n >. Resp. a n eos (ax-j- nji/2). 187. y~a x . Hallar y< n >. 

Resp. (lna) n a x . 188. y^^lnfl + ^l- Hallar y (n) . Resp. ( — l) n-í jr^r V n • 

(l - ! -1 ) 


• i d 3 p 4a 3 

Uar 185 . „ = 
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189. y = - Hallar y< n >. Resp. 2 ( — l) 71 ^_^ n + r • 190 * y — e * x -’ ' Ha ' 

f n . — 1 \! 

llar yW. Resp. e x (a: -¡-/i). 191. y~x n ~ i lnx. Hallar y (n) . Resp. - — ■ ' . 

192. y = sen 2 x. Hallar y (n >. Resp. — 2 n_1 eos (2x + Jin/2). 193. y — senx. 
Hallar y <n> . Resp. x sen (x + Jtn /2) — re eos (x-j- nn/2). 194. Si y — e x senx, 

demostrar que y"— 2y'-f 2y = 0. 195. y 2 = 4ax. Hallar-^-. Resp. — . 

196. ó 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 fe 2 . Hallar y . ü«p. -^3 ; —^5-197. **+■ 
-f-y 2 — r 2 . Hallar . Resp. — . 198. y 2 — 2xy = 0. Hallar . 

ñesp. 0. 199. p = tg(q> + p). Hallar . Resp. _2(5+ ^+3f ^ . 

d 2 p tg 2 p — tg 2 cp d 2 y 

nnn _ _ ~ r* TT„ 1 1 •_ TJ * 0 2 X OAi .r 1 •»» ' 11 _ v 


200. se qpcos p=C. Hallar ^2 ■ ^ es P- tg^p — ‘ • e x -\-x—eV-\-y. Hallar^ 


(1 _e*+y)(e* — e») 


(e» + l) a 


. 202. y 3 -{-x 3 — 3axy ~ 0. Hallar 


. üesp. 


2 a 3 xy 
(y 2 — ax) 3 


203. x = a (t — sen í), y = a (1 — eos í). Hallar 


1 / d 2 u 

Resp. — 4a sen 4 tj 2 * x = acos2í, y = bsen 2 t. Demostrar que — 0. 


205. x = a cosí, y=asení. Hallar - , „ . Resp. , 

* dx 3 r a 2 sen 5 t 

¿fifi ¿2n + i 

que -^T ( senh *) = senh x; ■ da;8n+1 (senh x) = cosh x. 


3 eos t 


. 206. Demostrar 


Ecuaciones de la tangente y de la normal. 

Longitudes de la subtangente y de la subnormal 

207. Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva 
y — x 3 — 3x 2 — x + 5 en el punto M (3,2). Respuesta’, tangente 8x — y — 22 = 
= 0; normal x + 8y — 19 = 0. 

208. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, las longitudes 
de la subtangente y subnormal de la circunferencia x 2 -f- y 2 = r 2 en el punto 
Af (xi, yj). Respuesta: tangente xx t + yyi = r 2 ; normal x t y — y t x = 0; 

yí 

s T — — ; s N = | — x t |. 

x í 

209. Demostrar que la subtangente correspondiente a un punto arbitrario 
de la parábola y 2 = 4px queda dividida por el vértice en dos partes iguales 
y que la subnormal es constante e igual a 2p. Construir la gráfica. 

210. Hallar la ecuación de la tangente en el punto M(x t , y t ): a) A la 

,• X 2 , l / 2 . XX\ , UUi ■ .... . . , . , x 2 

elipse — s — = 1. Respuesta : — 4 - — 1 . b) A la hipérbola —5 

a ¿ o 2 a ¿ b 2 a ¿ 

— X- = 1. Respuesta : ^4 ^r-=l. 211. Hallar la ecuación de la tangente 

b £ o 2 b ¿ 

8a 3 

y de la normal a la curva de Agnesi y = ~r a2 _|_ x2 ~ en P unt0 donde x — 2a. 
Respuesta : tangente x-)-2y-~4a; normal y=2x — 3a. 
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212. Demostrar que la normal a la curva 3j/=6x— 5a; 3 trazada en el 
punto M ^1, pasa por el origen de las coordenadas. 

213. Demostrar que la tangente a la curva )"+ j” = 2 en el 

X u 

punto M (a, b) está dada por la ecuación — + -£- = 2. 

214. Hallar la ecuación de la tangente a la parábola y 2 — 20x que forma 
con el eje Ox un ángulo de 45°. Respuesta: y-x ~{- 5 [en el punto (5, 10)]. 

215. Hallar las ecuaciones.de las tangentes a la circunferencia x 2 -j-y 2 — 52 1 
paralelas a la recta 2x + 3 y = 6. Respuesta : 2x -f- 3y ± 26 = 0. 

216. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola 4x 2 — 9 y 2 — 36, 
perpendiculares a la recta 2y -f- 5x = 10. Respuesta: no existen tales tangentes. 

217. Demostrar que el segmento de la tangente a la hipérbola xy = m, 
comprendido entre los ejes de coordenadas, se divide por el punto de tangencia 
en dos partes iguales. 

2 2 

218. Demostrar que el segmento de la tangente a la astroide x 3 -\-y 3 = 


— a 3 , comprendido entre los ejes de coordenadas, tiene longitud constante. 

219. Hallar el ángulo a bajo el cual se cortan las curvas y = a x e y = b x . 

D . . lna — Inó 

Respuesta: tg a = -¡— ¡— ¡ 1 — r . 

1 + lna-lno 

220. Hallar las longitudes de la subtangente, subnormal, tangente 
y normal de la cicloide x = a (0 — sen 0), y = a (1 — eos 0) en el punto en que 

8 = 4^- . Respuesta: s T — a\ s^-a’, T = a~[/2] N = a~[/ 2. 

221. Hallar los valores s T , s n, T y N para la hipocicloide j¡¡~Aa eos 3 /, 

sen 4 t 

y — 4a sen 3 /. Respuesta: s T = — 4a sen 2 /cosí; = — 4a st ; 7* = 4a sen 2 /; 

N — Aa sen 2 t tg í. 


Problemas diversos 


son x 1 / jx x \ 

Calcular derivadas de las funciones: 222. y — ^ 5 — ln tg ( — ] . 

2cos 2 x 2 V 4 2 ) 

Hesp - y,= Resp - y= 


=arcsen(senx)./i CS p. ! ,'= T ^|Í r . 225. „ = arctg []/ tg -f ) 

(o>0, 6>0). Resp. 228. » = |*|. Resp. 

227. y=arcsenVl — * 2 . Resp. y' = — , 

I X I "j/l X 2 

228. De las fórmulas para calcular el volumen y la superficie de la 

esfera v — -^-nr s y s = 4nr 2 , se deduce que — — s. Explicar el significado 
o dr 


geométrico de este resultado. Hallar la correlación análoga entre el área 
del círculo y la longitud de la circunferencia. 

229. En el triángulo ABC el lado a se expresa a través de los otros 
dos lados b, c y el ángulo A , formado por estos últimos, mediante la fór- 
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muía a = ~\/b 2 -\-c 2 — 26c eos A. Siendo invariables b y c, a es una función 
del ángulo A. Demostrar que -^- = h a , donde h a es la altura del triángulo 

que corresponde a la base a. Interpretar el significado geométrico de este 
resultado. 

230. Empleando el concepto de diferencial, interpretar el origen de las 
^ ^ 

fórmulas aproximadas ~\/ a 2 + b =» a a 3 -f b m a -\- , donde I b 


2a 

es un número pequeño, en comparación con a. 


3a 2 


/T 


231. El período de oscilaciones de un péndulo es T,— nJ/ — . ¿Qué 

influencia ejerce sobre el error, al calcular el valor del período T, un error 
del 1% cometido al medir: 

1) la longitud del péndulo l\ 2) la aceleración de la fuerza de gravedad g? 
Respuesta: 1) ^-1%; 2) 4- %. 


232. La tractriz tiene la propiedad de que en cada uno de sus puntos, 
el segmento de la tangente T es de longitud constante. Demostrar esto, 


1) dada la ecuación de la tractriz: x — ~\/ a 2 — y 2j r^r ln — — (a ¡> 

¿ a -j- y a 2 - 

2) dadas las ecuaciones paramétricas 

x = a ^ln tg -y +cos í j , y —a sen t. 


0 ); 


233. Demostrar que la función y — C 1 e~ x -j-C 2 e~ 2x satisface la ecuación 
y" + 3y' + 2i/ = 0(C 1 y C 2 son constantes). 

234. Suponiendo que y = e x senx, z — e x eos x, demostrar que 

y" = 2z, z"——2y. 

235. Demostrar que la función y = sen (m aresen x) satisface la ecuación 
(1 — x 2 ) y" — xy ' + m 2 y = 0. 

v_ 

236. Demostrar que, si (a^bx)e x =x, se tiene: 


£S-=( X *í-y\ 
dx 2 1 ic y ) 





CAPITULO IV 


TEOREMAS 

SOBRE LAS FUNCIONES DERIVABLES 


■. siñ 

■ ,r 

m 

§ 1. TEOREMA SOBRE LAS RAICES DE LA DERIVADA 

(TEOREMA DE ROLLE) ^ 

Teorema de Rolle. Si una función f (z) es continua sobre el seg- 
mento [ a , b ] y derivable en todos los puntos interiores de éste, reducién- 
dose a cero en los extremos x = a y x — b, [f (a) — f (b) = 0], enton- , 
ces , dentro del segmento [a, b] existe por lo menos un punto, x — c, "ñ. 

a <C c < b, en el que la derivada f ( x ) se reduce a cero, es decir, í 

r (c) = o*. ^ 

Demostración. Puesto que la función / (x) es continua sobre el 
segmento [a, b], debe tener en éste su valor máximo M, y su valor i 

mínimo m. Si M = m, la función / (x) es constante, es decir, tiene 
una valor constante f (x) = m para todos los valores de x. Pero, • 
en este caso, en cualquier punto del segmento f (x) = 0 y el teore- V 

ma queda demostrado. Supongamos ahora que M =¡é= m. Entonces, 
por lo menos uno de estos números no es igual a cero. r j 

Para -concretar, supongamos que M > 0 y que la función toma 
-su valor máximo cuando x — c, es decir, / (c) = M. Observemos que 
c es diferente de a y de ó ya que, según la condición, / (a) = 0, 

/ (b) — 0. Si / (c) es el valor máximo de la función, entonces / (c ~¡~ 

-f Ax) — / (c) 0, tanto para Ax > 0, como para Ax <C 0. 

De aquí se deduce que: 


f(c+ A*)-/ W<0i cuando 
Ax 

Ax > 0; 

(1) 

Hc+^-m cuando 

Ax 

Ax < 0. 

(1") 


Ya que, según la hipótesis del teorema, existe la derivada en el 
p 1 ito x = c, entonces, pasando al límite, cuando Ax -> 0, obtene- 


*) El número c se denomina raíz de la función <p ( x ), si (p (c) = 0 
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mos: 

lí m t ISSl — f ( c ) ^ o, cuando Ax > 0; 

Ax -*■ 0 Ax 

lím - ^ 0, cuando A;r<0. 

Ax — ► 0 Ax 

i 

Pero las correlaciones f (c) ^ 0 y f (c) ^ 0 son compatibles | 
sólo para el caso en que /' (c) = 0. Por tanto, dentro del segmento 
[a, b ] hay un punto c, en el cual la derivada /' (a:) es cero. 

El teorema sobre las raíces de la derivada tiene una interpreta- 
ción geométrica muy sencilla. Si una curva continua, con tangente j 




en cada uno de sus puntos, corta el eje Ox en los puntos de abscisas 
a y ó, entonces en esta curva existirá por lo menos un punto de absci- 
sa c, a <C c <C b, en el cual la tangente es paralela al eje Ox. 

Observación 1. El teorema demostrado es también válido para 
una función derivable que en los extremos del segmento [a, b\ no 
se reduzca a cero, sino tome valores iguales: / (a) = f ( b ) (fig. 91). 
La demostración es análoga a la anterior. 

Observación 2. Si la función / (x) es tal que no tiene derivada en 
todos los puntos del segmento [a, ó], el teorema puede ser falso 
(es decir, que en este caso, en el segmento [a, ó] puede no existir 
un punto c en el que la derivada f (x) se reduzca a cero). 

Por ejemplo, la función 

y = f(x) = l — V x z 

(fig. 92) es continua en el segmento í — 1,1] y se reduce a cero en los 
extremos del mismo; sin embargo, la derivada 

2 
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no se reduce a cero dentro del segmento. Esto se debe a que dentro 
del mismo hay un punto x — 0, en el cual no existe derivada (se 
reduce al infinito). 

La gráfica de la figura 93 nos da un ejemplo más de una fun- 
ción, cuya derivada no se reduce a cero en el segmento [0, 21. 



Fig. 93 

Para esta función tampoco se cumplen las condiciones del teore- 
ma de Rolle, puesto que la función no tiene derivada en el punto 
x = 1. 

§ 2. TEOREMA SOBRE LOS INCREMENTOS FINITOS 
(TEOREMA DE LAGRANGE) 

Teorema de Lagrangé. Si la función f (x) es continua sobre el 
segmento la, b] y derivable en todos los puntos interiores del mismo , 
dentro del segmento la, b] existirá por lo menos un punto c, a < c <C b 
en que 

f(b)-f (a) = f (c) ( b - a). * (1) 

Demostración. Designemos por Q el número f es 

b — a 

jdecir, 

^ _/(*>-/(«) ' 


y examinemos la función auxiliar F (a:), determinada por la igualdad 
F{x)=f (x) - f (a) - (x - a) Q. (3) 

Veamos el significado geométrico de la función F ( x ). Para 
ello escribamos primero la ecuación de la cuerda AB (fig. 94), te- 
niendo en cuenta que su coeficiente angular es igual aO = - — tSSÜ 

b — a 

y que la cuerda pasa por el punto (a; / (a)): 

y — f (a) = Q (x — a); 

de donde, 

y = / (a) + Q (x — a). 



i 
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Pero F (x) — f (x) — [/ (a) -f Q — a)]. Por tanto, para cada 
valor de x , F (x) es igual a la diferencia entre las ordenadas de la 
curva, y — f (x), y la cuerda y — f (a) -f Q (x — a), para los puntos 
de una misma abscisa x. 

Es fácil ver que F (x) es continua sobre el segmento la, b], 
derivable en su interior y se reduce a cero en los extremos, es decir, 



F (a) = 0, F ( b ) = 0. Por eso, a la función F (x) se puede aplicar 
el teorema de Rolle, según el cual, dentro del segmento existe un 
punto x — c, de tal manera que 


Pero 

Es decir, 
de donde 


F' (c) = 0. 

F' (x) = f (x) - Q. 

F' (c) = f (c) - Q = 0, 


Q = f (c). 

Sustituyendo el valor de Q en la igualdad (2), tendremos: 


/(»)_-/ (a) = m 


( 1 ') 


de donde se deduce directamente la fórmula (1). Así, pues, el teorema 
queda demostrado. 

Con el fin de aclarar el significado geométrico del teorema de 

Lagrange veamos la figura 94. En ésta, la magnitud 

representa la tangente del ángulo a de inclinación de la cuerda que 
pasa por los puntos A y B de la gráfica y cuyas abscisas son a y b. 

Por otra parte, f ( c ) es la tangente del ángulo de inclinación 
de la línea tangente a la curva en el punto de abscisa c. De modo 
que, el significado geométrico de la igualdad (I'), equivalente 
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a la igualdad (1), es el siguiente: si por cada punto del arco AB 
puede trazarse una tangente, existirá en este arco, entre A y B, 
un punto C tal que en éste la línea tangente sea paralela a la cuerda 
que une los puntos A y B. 

Observemos, ahora, lo siguiente; puesto que el valor c satis- 
face la condición a < c < b, entonces, c — a < b — a , o sea, 

c — a — 0 (b — a), 

donde 0 es un número comprendido entre 0. y 1, es decir, 

O<0<1. 

Pero, en este caso, 

c — a -f- 0 (b — a), 

y la fórmula (1) puede tomar la forma que sigue: 

f(b)-f(a) = (b-a)f[a + Q(b-a)), O<0<1. (1") 


§ 3. TEOREMA SOBRE LA RAZON DE LOS INCREMENTOS 
DE DOS FUNCIONES (TEOREMA DE CAUCHY) 

Teorema de Cauchy. Siendo f (x) y <p (x) dos funciones continuas 
sobre el segmento [ a , ó] y derivables dentro del mismo , y si, además , 
cp' ( x ) no se anula en el interior del segmento , entonces dentro de éste 
existirá un punto x = c, a <C c <C b tal que : 

f (b) — f (a) = f{c) ' 

(p(ó) — (¡p(a) <p (c) 

Demostración. Definamos el número Q por la igualdad 

Q — 1 ^ - . (2) 

<P (b) ~ <P (a) 

Observemos que <p ( b ) — <p (a) =/= 0, ya que en el caso contra- 
rio 9 ( b ) sería igual a 9 (a), y, según el teorema de Rolle, la deri- 
vada 9' (x) se reduciría a cero dentro del segmento, lo que con- 
tradice a la hipótesis del teorema. 

Formemos una función auxiliar 

F ( x ) — f ( x ) — / («) — Q Í<P ( x ) ~ <P («)!• 

Es evidente, que F (a) — 0 y F (ó) — 0 (que se deduce de la 
definición de la función F (x)'y de la de (>). Teniendo en cuenta que 
la función F ( x ) satisface en el segmento [a, b ] todas las condiciones 
del teorema de Rolle, deducimos que entre a y b existe un valor 
x — c (a <C c <C b) tal que F' ( c ) = 0. Pero, F' (. x ) = /' (a:) — 
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— Qq>' (x) y entonces 

F'(c) = f(c)-Q<p'(c) = 0, 

de donde: 

<?=m. 

(P (c) 

Sustituyendo el valor de Q en la igualdad (2), obtendremos la 
igualdad (1). 

Observación. Contrariamente a lo que parece a primera vista, 
el teorema de Cauchy no se puede demostrar aplicando el teorema 
de Lagrange a los dos términos de la fracción 

f(b)-f(a) . 

(p (ó) — (p (a) 

En efecto, en este caso obtendríamos (después de reducir la 
fracción por b — a) la fórmula: 

f(b)-í(a) = fie,) 

<P (b) — <P (a) <p' (c 2 ) ’ 

en la que a << c t < b, a < c 2 <C b. Pero como, en el caso general, 
Ci ^ c 2 , el resultado obtenido, no confirma, evidentemente, el 
teorema de Cauchy. 

§ 4. LIMITE DE LA RAZON DE DOS INFINITESIMALES 

(«CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS DEL TIPO 

Supongamos que las funciones f (x) y tp (x) satisfacen las condi- 
ciones del teorema de Cauchy en cierto segmento [a, b ] y se reducen 
a cero en el punto x = a del mismo, es decir, / (a) — 0 y rp (o) — 0 . 

f ( 3f) 

La razón LL_L no está definida, cuando x — a, pero tiene, sin 

embargo, un significado bien determinado para los valores de x a. 
Por tanto, se puede plantear el problema de hallar el límite de esta 
razón, cuando x a. El cálculo de los límites de esta índole se llama 

habitualmente «cálculo de límites indeterminados del tipo . 

Nos hemos encontrado con problemas de este género cuando 

considerábamos, por ejemplo, lím — nx y. cuando hallábamos las 

x 

derivadas de las funciones elementales. La expresión — nx no 

X 

tiene sentido, cuando x = 0, es decir, la función F (x) = - sei ^ x ■ 
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no está definida, cuando x — 0, pero hemos visto que el límite de la 
expresión , cuando x -> 0, existe y es igual al. 

Teorema (Regla de L’ Hospital). Supongamos que las junciones 
f (x) y <p (x) satisfacen en cierto segmento \a, b\ las condiciones del 
teorema de Cauchy y se reducen a cero en el punto x = a, es decir , 


f (a) — cp (a) = 0; entonces , si existe el límite de la razón — - ~ , 

, i tx) 9 (x) 

cuando x a, existirá también lím — v además : 

*->a <PW y 


lím líéL= lím JJSL. 

x -*■ a (p (x) x -> a (f (a:) 

Demostración. Tomemos en el segmento la, b\ un punto x a. 
Aplicando la fórmula de Cauchy, tendremos: 

f(x)—f (a) f (l) 


<P (x) — cp (a) <p'(£) 


donde £ se encuentra entre ay x. Según la condición, / (a) = < p (a) — 
= 0. Esto significa que: 


m = ni) 

(p(x) <p'(£) 



Si x a, también £—>-«, ya que £ está comprendida entre 

f' í x \ 

x y a. Al mismo tiempo, si lím = A, entonces existirá también 

x-wi 9 

lím f —5). - igual a A. 

C P <S) 

Está claro que: 


/('#) ,, /'(i) 

lim — — = lim — — - = 

x -*■ a (p (x) x-+ a (p' (£) 


lím 

£ a 


f(S) 

(I) 


= lím 

x -*■ a 


£ML=a; 

<jp (a:) 


y en definitiva: 


lím 

x — ► a 


/(*) 

<p(*) 


lím 

x -> a 


rw 

<p'W 


Observación 1. El teorema es válido también en el caso en que 
las funciones / (x) ó cp (a:) no están definidas en # = a, pero 

lím/(:r) = 0, . lím <p (.r) = 0. 

x -*■ a x -*■ a , 

Para reducir este caso al examinado anteriormente, es necesario 


10 * 


■' ' ' -y» 


'»• r iv ; í v '•'T.’-'.'f»’ ’J.* "Tf 
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definir adicionalmente las funciones / (x) y <p (x) en el punto x — a 
de tal modo que éstas sean continuas en dicho punto. 

Para esto es suficiente poner 

/ (a) = lím / ( x ) — 0; <p (a) = lím qp {x) = 0, ’ 


ya que, evidentemente, el límite de la razón — , cuando x -+■ a, 

no depende de que las funciones / (x) y <p (x) estén o no definidas 
en el punto x = a. 

Observación 2. Si f (a) — qp' (a) = 0 y las derivadas /' (x) 
y qp' (x) satisfacen las condiciones puestas sobre las funciones / (x) 
y <P (#), según la hipótesis del teorema, entonces, aplicando la regla 


de L’Hospital para la razón 


/'(*) 
<p' (*) 


, obtendremos la fórmula: 


lím 


/'(*) 


/"(*) 


lím 

x a (p (x) x -*• a qp" (x) 


etc. 


Observación. 3. Si qp' (a) = 0, pero /' (x) ^ 0, el teorema se 


aplica a la razón inversa 


Por tanto, la razón 


f(x) 

cp(x) 


<P(*) 

/(*) 


, que tiende a cero, cuando x a. 


tiende al infinito. 


Ejemplo 1. 

,, sen 5a: ,, (sen 5a:)' ,, 5 eos 5a: 5 

hm — — — = lim / -=rlim 5 — = — . 

x-*-0 áx (da:) x _^ 0 ó ó 

Ejemplo 2. 


lím _Mí±íL = i¡ m _l+j 

x->0 x x->-0 t 


1. 


Ejemplo 3. 


1 , e — c 

hm 

j X “■ S0D. X 


2 x ,, 2 

— = hm — -7 — — — 

x _0 1 — cosa: 


Hím 

x-+0 


sen* 


"* ,, «*+«-* 
= hm 


eos X 


4 -*- 


En este caso fue necesario aplicar tres veces la regla de L’Hospital, 
puesto que, para x = 0, las razones de las primeras, segundas y terceras 

derivadas conducen a la indeterminación -q- . 

Observación 4. La regla de L’Hospital también puede ser aplica- 
da, cuando 

lím / (x) = 0 y lím qp (x) = 0. 


ISK% ?'*■:■? ¿;V. ;'• v ' * 


'•■i -1-: 
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En efecto, haciendo x= — , vemos que z — *■ 0, cuando x—*~oo, 


y, por tanto: 


lím / ( — ^ = 0, límq)(ij=0. 

z -*■ 0 V Z / z 0 \ Z / 


f (4) 

Aplicando la misma regla de L’ Hospital a la razón — ryr halla 

*7 


,, '(i) .. KtIK) .. '(1) 


= lím 1&. 


lo que se trataba de demostrar. 
Ejemplo 4. 


k 

sen — 

lím — . — lím 

Jr— voo *■ T — * na 


* c0 4(-ir) 


= lím k eos — = k. 


§ 5. LIMITE DE LA RAZON DE DOS MAGNITUDES 
INFINITAMENTE GRANDES 

(«CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS DE LA FORMA—») 

Examinemos el problema acerca del límite de la razón de las dos 
funciones f (x) y tp (a:), que tienden al infinito, cuando x -+■ a 
(o cuando x — >- oo). 

Teorema. Supongamos que f {x) y tp (x) son funciones continuas 
y derivables, para todos los valores de x =¿= a en la vecindad del punto 
a, y que la derivada cp' (x) no se reduce a cero. Supongamos también que : 
lím f(x)~ oo, lím <p (x) = ce 


y que existe el límite 


T , f(x) . 
lim ■— — = A . 
X -+ o tp' {x) 
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' f (*r) 

Entonces existirá también el llm \ , o sea: 

x-+a 9 (*) 

lím 1S*L = i ím ( 2 ) 

x -*- a cp (a:) x -+ a <p' (a:) 

Demostración. En la vecindad considerada del punto a elijamos 
dos puntos a y x de tal modo que 

a < x < a (ó a >» x >> a). 

Según el teorema de Cauchy, tendremos: 

f(x) -/(a) = f'(c) 

9 (x) — 9 («) 9 ( c ) ’ 

donde a < c < x. El primer miembro de la igualdad (3) lo transfor- 
maremos así: 

1 f{ > a) 

f(x) — / (ó) _ / (x) f (x) 

9 (x) — <p (a) 9 (x) 9 (a) ( 4 ) 


De las correlaciones (3) y (4) obtenemos: 

t /(«) 
/» ^ /(a:) /(*) 

9 ( c ) 9(*)' 1 _ 9(«) 

9 (a:) 

De donde: 


De la condición (1) se deduce que para cualquier e > 0 arbitra- 
riamente pequeño, se puede elegir a tan próximo de a, que para 
todos los valores de x — c, donde a < c < a, se cumpla la 
desigualdad 

< g 

9 (c) 
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A-b<1@L<A+b. (6) 

cp'(c) 

Examinemos, ahora, la fracción 

1 9(«) 

9 (x) 

1 

f(x) 

Fijemos a de tal manera que se cumpla la desigualdad (6), 
y aproximemos x al valor o. Ya que / (x) — >- oo y <p (x) — oo, cuando 
x ->■ a, tendremos: 

1 <p(a) 


* - « 4 _ / («) 

f(x) 

y, por consiguiente, para el valor de e > 0, prefijado anteriormente, 
para a;, suficientemente próximo de c, tendremos: 



1 gjg) 

9 (x) 
1 _/(«) 
/ (-z-) 


e 


1 — e< 


t <P(«) 
9 (•*) 

t /(«) 
/ (*) 


< 1 + 6 . 


(7) 


Multiplicando miembro a miembro las desigualdades (6) y (7), 
obtenemos: 


(4 — e) (1 — e) < 


f(c) 
y (c) 


i __ 9( a ) 
9 (s) 


/(«) 

/(*) 


<(¿+e) (1+8), 


1 




x, jij ' . Tt«r«it?7ir>v<,t.. 
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o, en virtud de la igualdad (5): 


(A-e) (1 -s) < -L¥L < (A+s) (1+e). 

<p(*) 

Puesto que e es un número arbitrariamente pequeño, cuando x se 
encuentra lo suficientemente próximo de a, de las últimas desi- 
gualdades se deduce: 

1 = 


o, según (1): 


a <p (x) 


i¡ m üíL = i ím m =4 , 

X -+ a q)(x) X-+ a <P (x) 


lo que se trataba de demostrar. 

Observación 1. Si en (1), A = oo, es decir, 

! - f (X) 

lim ; = oo, 

](-»« (p' (x) 

la igualdad (2) sigue siendo válida. En efecto, de la expresión anterior 
se tiene 

lím 4^ = 0. 
x -*• a f (x) 

Según el teorema demostrado: 

<p(;r) (p'(x) 

lim - — - = lim - - - • = Q, 


de donde. 


* ->■ a f(x) x a f (x) 


,, ' f(x) 

lim — — — = oo. 
x — >■ a (p (x) 


Observación 2. El teorema se puede generalizar fácilmente al 
caso en que x — >■ oo . 

En el caso de que lím f (x) = oo, lím <p (x) = oo y existe 




fr-jr-rrC' ^ V/ '-*-■ r«"v?^x-yt-^v- ( '-^C- v®7TO3nrn:, '■••,, -r}.y-, 

,.l ■• 

l'XV < •/ ■ ’ "\yt ^ - V ' •.* ‘ '-»■'. ' , .*' * "• - r ’ • ... '■’ * 

• - , . ~ ' p ; ' ■ ’ • ;• •' 
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Esto se demuestra haciendo la sustitución de x — — , como se hizo 

2 

en condiciones análogas, al calcular los límites indeterminados del 
tipo (véase § 4, observación 4). 


Ejemplo 1. 


e* (e*)’ e* 

lim - — =•- lim ~r = lim — =oo. 

X-t-oo x X—KX> \ x ) 3C— voo 1 


Observación 3. Insistamos una vez más en que las fórmulas (2) 
y (8) se verifican sólo cuando exista el límite (finito o infinito) del 
segundo miembro. Puede ocurrir que exista el límite del primer 
miembro y el del segundo no, como ocurre en el caso siguiente: 

,, x-f-senx 


Este límite existe y es igual a 1. En efecto, 


,, x 4- sen x 
hm — 


i ím h + J£££) = 1 . 

x-*°o\ X / 


Pero la razón de las derivadas 

(x -f- sen x)' 1 4- eos x . , 

- — = — =14- eos x 

(x) 1 

no tiende a ningún límite, cuando x oo, sino que oscila entre 
Ó y 2. 

Ejemplo 2. 

,, ax 2 -j-& ,, 2 ax a 

hm — „ - — — üm — — = — . 


ex 2 — d 


Ejemplo 3. 


,, tgx ' cos 2 x 1 eos 2 3x ,, 1 2-3cos3xsen3x 

„ h “ ~3— = hm n -3 “coi^x - ^ h “T T^osxslix = 

x ~* 2 '^2 eos 2 3x *^2 x ~* 2 

= lím l ím = l ím 3se^3x ^ = 3 (-^ (-lj == 3 t 

n eos x n senx n sen x (1) (1) (1) 


Ejemplo 4. 


lím lím — — 0. 

X->oo e X->oo e 
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En general, para cualquier número entero n>0 


,, x n na: n-1 

lim — — = lim — 


. = lím »(»-!) -l^Q. 


Los cálculos de los límites indeterminados, que simbólicamente 
se representan así: 

a) 0 -oo; b) 0 o ; c) oo°; d) 1 °°; e) oo — oo, 
se reducen a los casos ya examinados. 

El significado de estos límites indeterminados es como sigue: 
a) Suponiendo lím / (x) = 0 y lím <p (x) ■= oo, hallar 

x-wi x-*a 

ií m [/ ( x ) <p 0*0 ]• 

x — ► a 

Esta es una indeterminación de tipo 0 -oo. 

Escribiendo esta expresión en la forma: 

f(x) 


o en la forma: 


lím [/ ( x ) 9 (a:)] = lím 


lím [/ (x) cp (a:)] = lím 


y(x) 

<p(x) 


1 


f{x) 


obtendremos, para x -> a, una indeterminación de la forma — ó — 

ü oo 


Ejemplo 5. 


lím x n ln x — lím — = lím 
x — >0 x— >-0 1 x ->0 

x n 


= — lím = 0. 

x-vO n 


b) Sea: 
hallar 


lím / {x) — 0 , 

x -> a 


lím q> (x) = 0 , 


Um [/(*)]*“ 


o, como suele decirse, calcular el límite indeterminado de tipo 0 o . 
Poniendo 

»=L/ (*)]"'“ 

y tomando logaritmos en ambos miembros de la igualdad, tendremos 

> y = y{x)[\nf(x)]. 
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Si x-*- a, obtenemos en el segundo miembro una indeterminación 
de tipo O-oo. Una vez calculado el lím ln p, será fácil hallar el 

x-*a 

lím y. Efectivamente, en virtud de la continuidad de la función 

X*-NZ 

logarítmica, se tiene lím ln y = ln lím y , y si ln lím y ~b , resulta- 

x— ►« x-*a. x -+a 

rá, evidentemente, que lím y = e b . Si, como caso particular, b — 

, x-va 

= +oo ó b = — oc, entonces será, respectivamente, lím y = 

— + oo ó lím i/ — 0. 

Ejemplo 6. Hallar lím x x . Haciendo y = x x , hallamos ln límy = 

x-*-0 

— lím ln y — lím ln (x x ) = lím (x ln x); 

J_ 

lím (x ln x) — lím — X — lím — — — lím x = 0, 

x->-0 x--<-0 _ x-vO * x->0 

X x 2 

por tanto, lnlímy = 0, de donde resulta que límy = e° = l, es decir, 

lím x x = 1. 

x— *0 

De un modo análogo se calculan los límites en los demás casos. 

§ 6. FORMULA DE TAYLOR 

Supongamos que la función y = f (x) tiene todas las derivadas, 
hasta la de orden ( n + 1) inclusive, en cierto segmento que contiene 
el punto x — a. Hallemos un polinomio y = P n (#) de grado no 
superior a n , cuyo valor en el punto x — a sea igual al de la función 
/ (x) en el mismo punto, y los valores de sus derivadas hasta el 
n — ésimo orden sean iguales en el punto x — a a los valores de las 
derivadas correspondientes de la función / (x), en este punto: 

Pn (a) = f (a), Pn (a) = f (a), P" n (a) = f v a), . . . 

.... .P"<a) = / ( »V). (1) 

Es de suponer que este polinomio, en cierto aspecto, será «próximo» 
a la función / (#). 

Hallaremos este en forma de polinomio, siguiendo las potencias 
de (x — a) con coeficientes indeterminados 

Pn (¿r) = C 0 -j- C y (x — á) -J- C%(x — a, ) -J- (x — a)^ -f- ... 

... -J - C n (x — a) n . (2) 

Los coeficientes indeterminados C i, C 2 , . . ., C n calculemos ue 
tal modo que se cumplan las condiciones (1). 





. ■ . . 


¡, c;-— jt ^■r>« 


-.' ,"■ 1. 
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Hallemos previamente las derivadas de P n ( x ): 

P' n {x) = Cj -f- 2C 2 (# — a) -{- 3ó7 3 ( x — áf + nC n (x — a) n ~ i , 

P'á (x) =2C 2 +Z.2C z {x-a) + ...+n{n-\)C n {x~ a) n ~\ 


Pn\z) = 


n(n- 1) ... 2 í C n . I 


(3) 


Sustituyendo a: por el valor de a en los dos miembros de las 
igualdades (2) y (3) y sustituyendo, según (1), P n (a) por / (a), 
Pn (a) — f (cl) etc., obtendremos: 

f(a) = C 0j 
f(o,) = C u 
/"(a) = 2 - 16 * 2 , 

/ ( a ) = 3- 2- IC 3 , 


-\ • 

/ w (a) = «(w-l)(n-2) ... 2- 1C ;Í , 
de donde resulta: 

1 


Co = f(a), C t = f(a), 


C 3 — — - — /"' (a), - 

1.2-3 1.2...... 


C 2 = ““t/ («)» 
1-2 _ 

1 / <n, (o). 


(4) 


Introduciendo en la fórmula (2) los valores hallados de 
C 1 , C 2 , . . ., C n , obtenemos el polinomio buscado 

p n c *)=/(»: ) + (a) + ^f~- 2 r (a) + (*)+... 


1-2 


+ 


1-2-3 
(4 — a) 71 ,(„) 


1 • 2- . . . •« 


r». 


(5) 


Designemos por /? n (x) la diferencia entre los valores de la función 
dada, f (x), y del polinomio calculado P n (x) (fig. 95): 

R n (x) =/(*)— Pn (*), 

de donde tenemos: 


f(x) = P n (x) + R n (x) 
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o, en forma desarrollada: 


f(x) = f(a) 


1! 


: í («) 


(x — df 


2! 

... + 


í i a ) 4 * ... 
{x d) An) 


n\ 


f n ’{a) + R n (x). 


( 6 ) 


El término R n (x) se conoce con el nombre de término comple- 
mentario. Para aquellos valores de x en el que el término comple- 
mentario R n (x) es pequeño, el polinomio P n (x) 
da un valor aproximado de la función f (x). 

Así, pues, la fórmula (6) permite sustituir 
la función y = f (x) por el polinomio y = 

= P n (x) con el grado correspondiente de preci- 
sión, igual al valor del término complemen- 
tario R n (x). 

Estimemos el valor del R n (x) para diferen- 
tes valores de x. 

Escribamos el término complementario en 
la forma 

R n {x) = {x ~ a> '‘ + ' Q(x), ( 7 ) 

{n + 1)! 

donde Q (x) es la función que debemos hallar. Escribamos de nuevo 
la fórmula (6), del siguiente modo: 

(x — df 



f(x) = f (a) -f- (a) 4 

1 


2! 

(x — a) n j n) 


/'»+ ... 

(x - a) n+i 


n\ 


/»>(«) 


(« 4 - 1 )! 


Q\x). 


(60 


Considerando fijos los valores de x y a, la función Q {x) tendrá 
un valor determinado, que designamos por Q. 

Veamos ahora la función auxiliar de t ( t está comprendido entre 
a y x): 


f (t)=f(x)-f(t) 


X — t 

1 


f(t) 


(x — ty 
21 


f"(t) 


(x t) n f(n) ^ 


(x — t) 


n+í 


... Q . 

ni («4-1)! 

donde el valor de Q viene determinado por la correlación (6'), cuando 
a y x son números determinados. 
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Hallemos la derivada F' ( t ): 

r(t)=- r < t ) + r (t) - r ( t ) + . 2(a ~ t) r ( t ) - 

1 2 ! 


(x — Q 2 
2 ! 


/ (0 + 


(x-t) n ~ i 
( n — 1)! 


f n \ o+ — ~ ' / n> w- 

w! 


y:(n + l) (í) + _ ¿) " <?, 


n\ 


(«+!)! 


y reduciendo: 


r (¿) = _ / (n+1) (o + q. 


(B) 


n» 


Por consiguiente, la función F ( t ) tiene derivada en todos los puntos 
t, próximos al punto de abscisa a. Observemos que, según la fórmu- 
la (6'), se tiene: 

F ( x ) = 0, F (a) = 0. 


Por eso, a la función F (i) se le puede aplicar el teorema de Rolle 
y, por tanto, existe un valor t = comprendido entre a y x, para 
el cual F' (|) — 0. De aquí, en virtud de la correlación (8), obtene- 
mos: 


n\ 


(x-l) n 

n\ 


Q = o, 


de donde 

Q=f n+,, (Í)- 


Introduciendo esta expresión en la fórmula (7), resulta: 


R n (x) = 


(x— a) n+l {n+i) 

(»+-D! 


(£)■ 


Esta es la llamada fórmula de Lagrange para el término comple- 
mentario. 

Como l está comprendido entre x y a, puede ser representado 
en la forma*: 

£ = a -f 0 (x — a), 


) Véase el final del § 2 del presente capítulo. 
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donde, 0 es un número comprendido entre 0 y 1, es decir, 0 <C 0 *< 1. 
En este caso la fórmula del término complementario toma la forma: 

n n (x) - a) +‘ /“ +ll [g + e (x - a)]. 


La fórmula: 


f( x ) = Ua)+^-íf{a) 

1 


(» + !)! 


2! 


f ( a ) + 


. . . + (x : a)U / (,t) (a) 4 - {x - - ^ f n+i) [a +04- a)] 


n\ 


(«+ 1)! 


(9) 


se denomina fórmula de Taylor para la función / (x). 

Haciendo a — 0, la fórmula de Taylor se escribirá así: 


■/(*)=/(0)+4r<o)+^r<o)+ 

1 2! 


,/i+i 


... +— /" , (Q) + -í— / 


:(?l + 1) 


ni 


(n 4-D ! 


(0^), 


m 


donde, 0 está comprendido entre 0 y 1. En este caso particular, la 
fórmula de Taylor toma también el nombre de fórmula de Maclaurin. 


§ 7. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES e x , sena; y cosa; 
POR LA FORMULA DE TAYLOR 

1. Desarrollo de la función / ( x ) = e*. 

Hallando las derivadas sucesivas de f (x), obtendremos: 

f(x) = e\ f (0) = 1 , 

f{x) = e\ f (0) = 1 , 


f {n) (x) = e\ f n) ( 0) = 1. 


Introduciendo las expresiones obtenidas en la fórmula (10) § 6, 
tendremos: 


x x 2 x 3 
e =1+- + — + — 
12 ! 3 ! 


n\ ( n 4- 1)! 


r n + 1 

e x , O < 0 < 1. 
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Si | x 1 1, haciendo n = 8, habremos evaluado el término comple- 

mentario: 


i?. 


9! 


3. 


Cuando x = 1, se obtiene la fórmula que permite hallar el valor 
aproximado del número e\ 


e — i -f l -f ~ + 


+1. 
^ 8 ! ’ 


realizando las operaciones sobre las fracciones decimales hasta el 
quinto signo después de la coma hallamos: 

e = 2,71827. 

Aquí se toman como exactas las primeras cuatro cifras decimales, 

3 

ya que el error no es superior a a 0,00001. Tengamos en cuenta 

y* 

que para cualquiera x el término complementario será 

n + 1 

li n = e 05C — >-0, cuando n-+- oo. 

(n+í)\ 


Efectivamente, si 0 < 1, y x tiene un valor fijo, la magnitud 
e e * está acotada (es menor que e x t cuando x ;> 0, y' menor que 1, 
cuando a:<0). 

Demostremos que, para todo x fijo, se verifica: 

,71+1 "* 

>■ 0, cuando n-*~oo. 

(«+!)! 


En efecto. 


x n+1 


XXX 

X X 

(« + !)! 


TY Y" 

n n-\- 1 


Si x es un número fijo, se hallará un entero positivo N tal que 
I x | < N. 

I •£ I 

Ponemos ~ = q. Entonces, teniendo en cuenta que 0 <C q < 1 , 
siendo n = N - f 1, A r + 2, N + 3, etc., podemos escribir: 


^ +1 


XXX 

X X 

(n + 1)! 


T 2 3 ' 

n n -J- 1 


X 


X 


X 


X 


X 


X 

J 


~3 


N — 1 


N 


n 


n- f- 1 


N — i 

XXX X X n-N+2 

< — ... q-q-...-q= q 

12 3 N — í (N- 1)! 


1 
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puesto que 


X 


x 

N 

— <T> 

A r +1 


<?; 


X 


ra-f 1 


Pero la magnitud 


r N — 1 


es constante, es decir, no depende de ra, 


OV-1)! 

mientras que q n ~ A '-!‘ 2 tiende a cero, cuando «->oo. Por tanto. 


n + i 


ir 

n -*■ oo 1)! 


= 0. 


( 1 ) 


y entonces. 


R n (, x ) = e 


0X 


+ 1 


(«4-D! 


0, cuando n-+- oo. 


De lo anterior se deduce que para todo valor de xse puede calcular 
e x con cualquier grado de precisión, tomando el número suficiente 
de términos. 

2. Desarrollo de la función / (x) = sen x. 

Hallemos las derivadas sucesivas de / (x) = sen x: 


/ (x) — sen x, 
f (x) = eos x — sen i x -j- 


ji 


2 ’ 


f (x) = — sen x = sen yx -f- 2 j 
/"' (x) — — eos x — sen -f- 3 ~ j , 
/ IV {x) = sen x — sen 4 — j , 


/ (0)^=0, 
f ( 0 ) = 1 , 


re o)=o, 

f"( 0) = -l, 
/ IV (0) — o, 


/ <n) (x) = sen 


/ u+1> (.r) = sen 


(*+"!)• 


/ (ri) (0) = sen/? , 


3X 


£ ( n ~b 1) 


/' ,+1) ( i) 


r 


sen 


l + {n + 1) iy 


Introduciendo las expresiones halladas en la fórmula (10) § 6, 
obtenemos el desarrollo de la función / (a:) = sen x según la fórmula 


11—601 





En la figura 96 están representadas las gráficas de la función 
/ ( x ) = sen a; y de las tres primeras aproximaciones: 

S l (x) = x; S z (x) = x — ^; S 3 {x) = x — ~ -f ~ 

3. Desarrollo de la función / (x) — eos x. 

Hallando los valores de las derivadas sucesivas de la función / (x) — 
= eos x para j = Oe introduciéndolos en la fórmula de Maclaurin, 
obtendremos el desarrollo: 

a : 2 £ 4 

eos x = 1 — ... 

2! 4! 


, x n n 

... + ¡r cosl» r 


4 — — — — eos | -f- (n -f- 1) — , 

^ («+ !)! L 2 \ 


Aquí también lím R n (x) — 0 para todos los valores de x. 


Ejercicios para el capítulo IV 

Comprobar que el teorema de Bolle es válido para^ las funciones: 
i. y — x 2 — 3x + 2 en el segmento [1, 2]. 2. y — x 3 + Sx 2 '"— 6a; en el seg- 
mento [0, 1], 3. y — (x — 1) (x — 2) ( x — 3) en el segmento [1, 3]. 4. y = 
— sen 2 x en el segmento [0, me). 5. La función / (x) = 4x 3 -j- x” — 4x — 1 
tiene por raíces 1 y~ 1. Hallar la raíz de la derivada /' (x), estudiada en el teo- 
rema de Rolle. 6. Comprobar que entre las raíces de la función y ~ f x 2 — 5x -f- 6 
se halla la de su derivada. 7. Comprobar que el teorema de Rolle es válido- 

t jt TC *1 

7- H — 8. La función y = 

= 1 -V7* se anula en los extremos del segmento [—1, 1]. Demostrar que 
la derivada de esta función no .se reduce a cero en ningún punto del segmen- 
to [—1, 1]. Explicar por qué razón no es aplicable en este caso el teorema 
de Rolle. 9. Escribir la fórmula de Lagrange para la función y = sen x 
en el segmento [x 1} x 2 ]. Respuesta : sen x 2 — sen x t — (x 2 — x¿) eos c> xa <1 
< c c x 2 . 10. Comprobar que la fórmula de Lagrange es válida para la fun- 
ción y = 2x — x 2 en el segmento [0, 1 J. 11. ¿En qué punto de la curva y = x n 
la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos M t (0, 0) y M z (a, a n )'í 

Respuesta: en el punto de abscisa c — ~~ ^ 12. ¿En qué punto de la curva 

' -j/" n 

y = ln x la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos M ± (1, 0) 
y M z (e, 1)? Respuesta : en el punto de abscisa c — e — 1. 

Aplicando el teorema de Lagrange, demostrar las desigualdades: 13. e x > 
>• 1 -j- x. 14. In (1 -f- x) < x (x > 0). 15. b n — a n «< rcfe n_1 (fe — a) para 
fe > a. 16. arctg x < x. 17. Aplicar la fórmula de Cauchy a las funciones 

f (x) = x 2 , q (x) = x 3 en el' segmento [1, 2] y bailar c. Respuesta : c = 
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, x \ \ 

Calcular los límites siguientes: 18. lím — — 7 . Resp. — •. 19. lím 

x ->ix n — 1 n x ^. c 


e x — e ; 
x— >-0 sen & 


Resp. 2. 20. lím — — - . Resp. 2. 21. lím — . Resp. 

x-+0 x — sena; X ^-Q cosa; — 1 r 


c x2 -í 


■ 2 . 


22. lím 


sen x 


x->0 V 1 — eos x 


. Resp. No existe el límite. (\ ; 2 para x — >+0, — ~j/2 


v a\ «o i' ln sen x „ 1 a x —b x n 

para x — > — 0). 23. lím — . Resp. — ^ . 24. lim ■. Resp. 

it 2a:) 2 o x — ►O x 

X ~*2 

. a x — aresen x i n . ., sen x — sena „ 

ln — . 2o. lim 5 . Resp. — -jr . 26. lím . Resp. eos a. 

b *_o sen 3 x r 6 x -*a x ~ « 

,, «J' + seny — 1 „ „ OQ ensena- x 1 

27; hm i n m T „v • Res P • 2 - 28 * hm , — • Re sp- — * 

y — ►O ‘ni. 1 tí /1 


x-To 3a; 2 -f- a; 5 


29. lím , r • Resp. -y. 30. lím n * (donde n>0). Resp. 0. 

X->CO ¿X O 2 x-+oo x 


ln ( 1 ^ ln^— 

31. Hm —L . Besp. í. 32. lím . 

x->oo arccotg x 


- X ♦ Resp. — 1. 33. lím . 

X-*oo x 1- j;-*-)- 00 e 

X 

e x + e~ x 


Resp. 0, cuando a>0; oo, cuando a<[0. 34. lím x _ x 

x-+-j-°° e e 

Resp. 1. 35. lira ^ Sen 3j: . Resp. i. 36. lím J* - . /fesp. 1 

x-*n ln sen x x -+q ln tg 2x 


37. lím -iBJí — 1 I— . . Resp. 0. 38. lím (1 — at) 


X— > 1 


tg 


X-*l 


jta; 

~2 * 


Resp. 


2x 


" . 39. lím i 2 — — 1 . Resp. —í~‘ 40 * lím T -p T~~~ \ * 

n x _* t ix^ — l x — 1J 2 Lina ln a; J 

[ a; i 1 1 

7 — 1 — “ • Resp. — . 

x i ina;j ¿ 

(f-y— 

1 1 . 

1 ~ , 1 

43. lím x cotg 2x. Resp. — . 44. lima; 2 *?* 2 . Resp. oo. 45. lím x l ~ x . Resp . — . 

x->0 “ 2 x-*0 -x-yl e 

46. lím V ’í 2 . Resp. 1. 47. lím í — V & *. Resp. 1. 48. lím { i + — )*. Resp.e a . 

t — >-oo X— 1-0 V X ' X-+oo \ x / 

1 n _L 

i — 1 2 ^ , / sen © \ 

49. lím (cotg x) la x . Resp. — . 50. lím (eos x) . Resp. 1. 51. lím } - — - 
x-*Q e « <p-*0 V <P / 


tg 


TtX 


Resp. 


y 


. 52. lím 


( JT T \ ° 2 í. 

. iíesp. — . 53. Desarrollar en potencias 
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dea: — 2 el polinomio a: 4 — 5x 3 -}-5x 2 -j-x.-|-2. Respuesta : 2 — I {x — 2) — {x—. 2) 2 -f- 
-f3(x — 2) 3 -{-(x— 2) 4 . 54. Desarrollar en potencias de x-j-1 el polinomio 
x 6 -|-2x 4 — x 2 -j-x-|~l- Respuesta : (x-|-l) 2 -f-2 (x-j-l) 3 -— 3 (x-j-l) 4 -j~ (x-j-l) 5 . 
55. Aplicar la fórmula de Taylor a la función y = ~[/x, cuando a~ 1, n = 3. 

Respuesta- l/x-l + ^i.— (^~1) 2 1 , (^~1) 3 3 (x-1) 4 5 

Respuesta, y x 1+ 4 2 1<2 4 + 1.2-3 8 4! 16 X 

X [1 + 6(x— 1)]“ 7/, 2, O<0<1. 56. Aplicar la fórmula de Maclaurin a la 

función y= ~\/l-\~x, cuando rc = 2. Respuesta: ~[/l-\-x— 1-f-— — x — x 2 -|- 

jj3 

4-— --r , 0< 0< 1. 57. Tomando los resultados del ejemplo anterior, 

16(l + 0~) /2 

, 1 1 

evaluar el error de la igualdad aproximada — ¡j-x 2 , 

1 

cuando x — 0,2. Respuesta: menos de - . 

Explicar la procedencia de las igualdades aproximadas, válidas para 
pequeños valores de x, y evaluar el error de las mismas: 58. lncosx^s 

x 2 x 4 „ x 3 2x 5 x 3 

=& ^ jzjP . 59. tgxs&x-} — ^ — ^"l5"’ arcsen x ^ x +“g" • 61* arctgx^s 

t3 gX —1— p X r2 2)4 t3 

^ x — g - • 62. 2 ^ 1 + Iní^ + 'l/l — x 2 )^ü x — jr • 

Aplicando la fórmula de Taylor, calcular los limites de las expresiones: 

c/ 1- x — senx ln 2 (1 + x) — sen 2 x „ A 

64. hm 5- . Resp. 1. 6o. lim — * — - — 5 . Resp. 0. 

x->Q e x j x X 1 — e x 

66. lím ^ ^ X - — ^ n:E - — — . Resp. 1. 67. lím £x — x 2 ln (l+~r j J • Resp. 
T- **• ]Í5 • S«9p. 4 • «9- lím (-4-cotg* x) . I U,p. 4 . 


/ >j 




CAPITULO V 


ANALISIS DE LA VARIACION 
DE LAS FUNCIONES 


§ í. GENERALIDADES 

El estudio del aspecto cuantitativo de los diferentes fenómenos 
de la naturaleza se reduce al establecimiento y análisis de la depen- 
dencia funcional entre las magnitudes variables que participan en 
cada fenómeno. Si se logra expresar tal dependencia funcional de 
modo analítico, es decir, mediante una o varias fórmulas, podemos 
explorar la dependencia mencionada, sirviéndonos de los métodos 
del análisis matemático. Por ejemplo, ai estudiar el fenómeno del 
movimiento de un proyectil en el vacío se obtiene la fórmula que 
determina el alcance de caída R en función del ángulo de elevación 
ay la velocidad inicial v 0 : 

D v%sen2a 
R = 

g 

(donde g es la aceleración de la gravedad). 

Con esta fórmula, podemos establecer a qué ángulo a, corresponde 
el alcance i?, máximo o mínimo, en qué condiciones el crecimiento 
del ángulo a determina el aumento del alcance, etc. 

Consideremos otro ejemplo. Como resultado del estudio de las 
oscilaciones de una carga sobre una ballesta (de un vagón, de un 
automóvil, etc.) se obtiene la fórmula de la desviación y de la carga, 
respecto a la posición de equilibrio, en función de tiempo t : 

y = é~ h1 (A eos coi -f- B sen coi). 

Las magnitudes k, A, J 5 , 03, que integran la fórmula, tienen un 
valor determinado para un sistema oscilatorio dado (dependen de la 
elasticidad de la ballesta, de la carga aplicada, etc., que no varían 
con el tiempo t) y, por eso, se consideran como constantes. 

Con esta fórmula, se puede establecer para qué valores de t crece 
la desviación y al aumentar t, cómo varía la magnitud de la desvia- 
ción máxima en función del tiempo, para qué valores de t estas desvia- 
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ciones son máximas, a qué valores de t corresponden las velocidades 
máximas del movimiento de la carga, etc. 

Todos los problemas mencionados forman parte del concepto 
«análisis de la variación de una función». Es evidente que será difícil 
aclarar todas las cuestiones consideradas, calculando los valores 
de la función en puntos aislados (como se ha hecho en el capítulo II). 
La finalidad del presente capítulo consiste en establecer un método 
general para el análisis de la variación de funciones. 


§ 2. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION 

En el § 6 del capítulo primero hemos dado la definición de una 
función creciente y decreciente. Apliquemos ahora el concepto de 
derivada al análisis del crecimiento y decrecimiento de una función. 

Teorema. 1) Si la función f (.r), derivable en el segmento [a, ó], 
crece en este segmento , su derivada en éste no es negativa , es decir , 

r (?) > o. 

2) Si la función f ( x ) es continua en el segmento [a, ó] y derivable 
sobre el intervalo (a, b) cuando f ( x ) es positiva para a < x < b, 
esta función es creciente sobre el segmento [ a , 6], 

Demostración. Demostremos la primera parte del teorema. 
Supongamos que f (x) crece sobre el segmento [a, b\; demos al argu- 
mento x un incremento Ax y consideremos la razón 


/ (x -f Ax) — / (x) 
Ax 


(1) 


Gomo / (x) es una función creciente, se tiene: 

/ (x -j- A x)C>f (¿0 para Ax >» 0 


f (x - f- Ax) < / {x) para A x << 0. 


En ambos casos 


y, por lo tanto, 


f(x+Ax)—f (x) 
Ax 


> 0 , 


lim /(«+A*)-/W >0i 


A.r 0 


Ax 


(2) 


es decir, f (#) 0, lo que se trataba de demostrar. [Si fuera /' (¿OC 

< 0, entonces, para valores de Ax suficientemente pequeños, la razón 
(1) sería negativa, lo que contradice a la relación (2)3. 

Pasemos ahora a la segunda parte del teorema. Sea /' ( x ) > 0 
para todos los valores de x pertenecientes al intervalo (a, b). 
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Consideremos dos valores arbitrarios, aq y x 2 , x t <^x 2 , pertenecien- 
tes al segmento la, b]. 

Conforme al teorema de Lagrange sobre incrementos finitos 
tenemos: 

í (* 2 ) — / {^l) = f (l) (x 2 — *l), Xi Cl Cx 2 . 

Puesto que f (l) > 0, entonces / ( x 2 ) — f (x t ) > 0, lo que significa 
que f {x) es una función creciente. Existe un teorema análogo para las 
funciones decrecientes (si . son derivables). 



Fig. 97 


Si la junción f (x) decrece sobre el segmento [a, b], sobre el mismo 
segmento Ja derivada f (x) ^ 0. Si f r (x) < 0 sobre el intervalo (a, ó), 
la función j (x) decrece en el segmento la, b\. Se supone que la función 
es también continua en cada punto del segmento 4a, ó] y derivable 
en todo el intervalo (a, b). 

Observación. El teorema demostrado tiene la siguiente interpre- 
tación geométrica. Si la función / (x) es creciente sobre el segmento 

[a, ó], la línea tangente a la curva 
y — f (x), en cada punto del mismo, 
forma con el eje Ox un ángulo agudo <p, 
o en algunos puntos, puede ser paralela 
al eje. La tangente de este ángulo no es 
negativa-: /' (z) ■= tg <p 0 (fig. 97, a). 

Si la función f (x) es decreciente sobre 
el segmento [a, b ] el ángulo de inclinación 
de la línea tangente será obtuso (en 
algunos puntos la línea tangente puede 
ser paralela al eje Ox). La tangente del 
ángulo no es positiva (fig. 97, b). 

Del mismo modo se interpreta la 
segunda parte del teorema. El teorema 
permite juzgar sobre el crecimiento o decrecimiento de la función 
por el signo de su derivada. 
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Ejemplo: Determínense los dominios de crecimento y decrecimiento 
de la función 

y = x*. 

Solución. La derivada es y' — Ax 3 ; y' > 0, es positiva para x > 0; es decir, 
la función crece; 

y’ < 0 es negativa, para x < 0, es decir, la función decrece (fig. 98). 

§ 3. MAXIMO Y MINIMO DE LAS FUNCIONES 

Definición de máximo. Se dice que la función / ( x ) tiene un 
máximo en el punto x t , si su valor es aquí mayor que en cualquier 
otro punto x de cierto intervalo que comprende el punto x±. Es decir, 
la función tiene un máximo en x — aq, si / (.zq + Ax) < / (. x 4 ) para 
todo valor de Ax (positivo o negativo) 
suficientemente pequeño en valor absoluto*. 

Así, por ejemplo, la función y — f (x), 
cuya gráfica se expone en la figura 99, 
tiene máximo cuando x — x*. 

Definición de mínimo. Se dice que 
la función / (x) tiene un mínimo para 
x — x 2 si 

/ (x 2 + Ax) > f (x 2 ) 

para cualquier valor de Ax (positivo o 
negativo) suficientemente pequeño en valor Fig. 99 

absoluto (fig. 99). 

Por ejemplo, la función y — x 4 , examinada al final del párrafo 
anterior (véase fig. 98) tiene un mínimo en x = 0, ya que y = 0 
cuando x — 0 e y > 0 para otros valores de x. 

En relación con estas definiciones de máximo y de mínimo es 
necesario prestar atención a lo siguiente; 

1., La función definida en un segmento puede alcanzar su valor 
máximo o mínimo sólo en los puntos comprendidos dentro del seg- 
mento considerado. 

2. Sería un error suponer que el máximo y el mínimo de una 
función son respectivamente el mayor y menor valor de la misma 
en este segmento. En el punto del máximo, la función tiene el mayor 
valor sólo en comparación con los valores que ésta tiene en los puntos 
suficientemente próximos al punto del máximo. En el punto del 
mínimo, la función tiene el menor valor sólo en comparación con 
los valores que ésta tiene en los puntos suficientemente próximos 
al punto del mínimo. 


*) A veces, esta definición se enuncia así: la función / (x) tiene un 
máximo en el punto x u si existe una vecindad (a, ¡3) del punto x t (a < 
< xi <z P) tal que para todos los puntos de la misma distintos de x í7 se 
cumpla la desigualdad / (x) </ {x x ). 
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En la fig. 100 se representa una función definida en el segmento 
la, ó], que tiene: „ 

máximo, cuando x = x t y x = x 3 , 

mínimo, cuando x = x 2 y x = x k , 

pero el mínimo de la función en x — x k es mayor que el máximo en 
x — Xi. Para x — b, el valor de la función es mayor que cualquier 

máximo de la función en el segmento 
y considerado. 

X Los máximos y los mínimos se 

/ llaman valores extremos de la función. 

/n. / Los valores extremos de la función y 

\ su situación en el segmento [a, b\ carae- 

xT\ / terizan en cierto modo la variación de 

j \ J la función en dependencia de la varia- 

J--L X — i_i U. ción del argumento. 

Ll 1 * 2 * 3 b x Más adelante indicaremos el modo 

de calcular ios valores extremos. 

Fig. 100 


Teorema 1. (Condición necesaria para 
la existencia de un valor extremo). 

Si la función derivable y = / (x) tiene un máxime o un mínimo 
en el punto x = x u su derivada en este punto se reduce a cero , es decir, 

r (*i) = o. 

Demostración. Supongamos que en el punto x~*~ x x la función 
tiene un máximo. Entonces, para los incrementos Az (A# =¿= 0), 
suficientemente pequeños en valor absoluto, se verificará: 

/ (Xi + &x) < / (ar t ), 

es decir, 

/ ( 2:4 + A x) — f (xf) < 0 . 

Pero en este caso, el signo de la razón, 

/ (Zj + A x) —f (x t ) 

&x 

se determina por el de Ax: 


f (x t + Ax) - 
Ax 

0 

A 

1 

cuando 

Ax < 0, 

f ( x i ~h Ax) - 
Ax 


cuando 

Ax >• 0. 
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Conforme a la definición de derivada, se tiene: 

rw- ii» 

Ax -*■ 0 Ax 

Si la función / (x) tiene derivada en x = x u el límite del segundo 
miembro no depende de como Ax tiende a cero (permaneciendo 
positivo o negativo). 

Pero, si Ax ->- 0, siendo negativo, resulta: 

r (*i) > o. 

Si Ax ->- 0, siendo positivo, se tiene: 

‘ /' (*i) < 0. 

Puesto que f (aq) es un número determinado que no depende 
de la manera en que A# tiende a cero, las dos últimas desigualdades 
serán compatibles únicamente cuando 

/' (*i) = 0. 

Del mismo modo se demuestra el teorema, cuando se trata del 
mínimo de la función. 

Este teorema tieneel siguiente significado geométrico: si en los 
puntos de máximo o de mínimo la función / (#)' tiene derivada, la 
tangente a la curva y = f (x) en estos puntos será 
paralela al eje Ox. Efectivamente, si f (xi)=tg <p=0, 
donde cp es el ángulo formado por la tangente y el eje 
Ox, se tiene que <p = 0 (fig. 99). 

De este teorema se deduce, que si la función f (x) 
tiene derivada para todos los valores considerados del argu- 
mento x, ésta puede tener valores extremos ( máximo 
o mínimo) únicamente en los puntos en los que lo i 
derivada se reduce a cero. La conclusión recíproca no 
es cierta: una función puede no tener máximo ni 
mínimo en el punto en que la derivada se anula. En 
la figura 99 se representa una función cuya derivada 
se reduce a cero cuando x =.r 3 (la tangente es horizon- Fig. íoi 
tal); sin embargo, la función no tiene en este punto 
máximo ni mínimo. Análogamente, la función y = x s (fig, 101) 
tiene derivada igual a cero en x = 0: 

(y')x= o = (3^ 2 ) x=0 = 0. 

Pero en este punto la función no tiene máximo ni mínimo. En efecto, 
por muy cerca que se encuentre el punto x del punto 0, siempre se 
verificará 

x* <C 0 para x <C 0 









Ejemplo 2. La función y — (1 — x 2 /3) 2 /2 no tiene derivada cuando x = 0, 
ya que la Expresión y' — — (1 — x 2 /3) l /z x~ l Jz es igual al infinito cuando x= 0, 
no obstante, en este punto la función tiene máximo: / (0) = 1, / (x) < 1 para 
x diferente de cero (fig. 103). 

Ejemplo 3. La función y = f x no tiene derivada en x — 0 (y' oo 
cuando x 0). En este punto la función no tiene ni máximo ni mínimo puesto 
que / (0) = 0; / (x) < 0 para x < 0; y / (x) > 0 para x > 0 (fig. 104). 

Así pues, la función puede tener valores extremos solamente 
en los puntos donde la derivada existe y es igual a cero, o bien en 
aquellos donde no existe la derivada. 


Observemos que si la derivada no existe en cierto punto, pero 
existe en los cercanos a éste, entonces la derivada tiene discontinui- 
dad en dicho punto. 
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Los valores del argumento, en los que la derivada se reduce a cero 
o tiene discontinuidad, se llaman valores o puntos críticos. 

De lo anterior se deduce que no para todo valor crítico la función 
tiene máximo o mínimo. Sin embargo, si en un punto la función 
admite un máximo o mínimo, este punto es obligatoriamente crítico. 
Por eso, para hallar los valores extremos de la función, se procede 
de la manera siguiente: hallamos todos los puntos críticos y después 
estudiamos cada uno de ellos aclarando, si hay o no en éstos un máxi- 
mo o mínimo de la función. 

El análisis de la función en los puntos críticos está basado en los 
teoremas siguientes. 

Teorema 2. (Condiciones suficientes para la existencia de un 
valor extremo). Supongamos que la función f ( x ) es continua sobre 
cierto intervalo , al cual pertenece el punto crítico x x , y esderivable en cada 
punto del mismo (excepto, posiblemente , el mismo punto Xi). Si, al pasar 
por este punto de izquierda a derecha, el signo de la derivada cambia 
de « más » a «menos», entonces la función admite máximo en x = x x . 
Si, al pasar por el punto x x , de izquierda a derecha , el signo de la 
derivada cambia de «menos» a «más», la función admite un mínimo en 
este punto. 

De modo que si: 

a) í /' (a;) > 0 para x < x x 

\ f (x) -< 0 para x >• x u 

en el punto x x la función tiene máximo; 

b) f /' (a:) < 0 para x <C x x 

l /' (x) > 0 para x >■ x x 

en el punto x x la función tiene mínimo . Hay que tener en cuenta que 
las condiciones a) y b) deben cumplirse para todos los valores de x, 
suficientemente cercanos al valor x x , es decir, deben cumplirse en 
cada punto de la vecindad suficientemente pequeña, del punto 
crítico x x . 

Demostración. Veamos primero el caso en qiie el signo de la 
derivada cambia de «más» a «menos», es decir que para todos los 
puntos x , suficientemente próximos al punto x x , se tiene: 

/' (z) >> 0 para x < x x , 

f (a:) <C 0 para x > x x . 

Aplicando el teorema de Lagrange a la diferencia f (x) — / 
obtenemos: 

f (x) — f (Xi) = f (l) (x — x x ), 
donde £ es un punto comprendido entre x y x x . 
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1) Sea x < x u entonces se tiene: 

l < x u f (l) > 0, f (i) (x — Xi) < 0 

y, por tanto: 

/ (x) — / (*i) < 0, 

o sea 

f (x) < f (x i). (1) 

2) Sea a; ;> x x , entonces se tiene: 

6>*t, fax 0, f'(l)(x-x i )<0 


y, por tanto: 

/ (*) — / (*i) < o, 

o sea 

f (x) <f (xi)- (2) 

Las correlaciones (1) y (2) muestran que para todos los valores 
de x, suficientemente cercanos a x u los valores de la función son 
menores que el valor de ésta en el punto x t . Por consiguiente, en este 
punto la función f (#) tiene un máximo. 



Del modo análogo se demuestra la segunda parte del teore- 
ma, es decir, la condición suficiente para el valor mínimo. 

La figura 105 nos ilustra claramente el sentido del teorema 2. 

Supongamos que en el punto x = x t tenemos f (a^) = 0, y que 
en cada punto x, suficientemente cercano a x^, se cumplen las 
desigualdades: 

f ( x ) >* 0 para x < x u 
f (x) < 0 para x ;> x ls 

Entonces, cuando x <i x x la tangente a la curva forma con el 
eje Ox un ángulo agudo, y la función crece; cuando x > x x , el ángulo 
formado por la tangente y el eje Ox es obtuso, y la función decrece. 
Cuando x = x u la función creciente comienza a decrecer, es decir, 
tiene un máximo. 
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Si en el punto x 2 tenemos f (x 2 ) = 0 y para todos los valores de 
x , suficientemente cercanos a x 2 se cumplen las desigualdades: 

f (x) < 0 para x < x 2 , 

f (x) > 0 para x > x 2 , 

entonces, cuando x < x 2 , la tangente a la curva forma con el eje 
Ox un ángulo obtuso, y la función decrece; cuando x > x 2 el ángulo 
formado por la tangente y el eje Ox es agudo y la función crece. 
Cuando x = x 2 , la función decreciente pasa a ser creciente, es decir, 
tiene un mínimo. 

Si para x — x z tenemos f ( x 3 ) = 0, y, para todos los valores 
de x , suficientemente cercanos a x 3 , se cumplen las desigualdades: 

f (x) > 0 para x < x z , 

/' (a:) > 0 para a: > x 3 , 

entonces, la función es creciente tanto para x < x 3 como para x > 
> 2:3. Por lo tanto, para z = z 3 la función no tiene ni máximo ni 
mínimo. 

Precisamente este es el caso de la función y = x 3 , cuando x — 0, 
En efecto, la derivada y' = 3a; 2 , por tanto: 

(y)x = o = o, 

(y)x < o >0. 

(^*>0 > o, 

lo que significa que en x ~ 0 la función no tiene máximo ni mínimo 
j(fig. 101). 

§ 4. ANALISIS DEL MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION DERIVADLE 
MEDÍANTE LA PRIMERA DERIVADA 

Basándonos en lo expuesto anteriormente podemos construir 
el esquema para el análisis de máximos y mínimos de una función 
derivable y — f (x): 

1. Hallar la primera derivada /' (x) de la función. 

2. Hallar los valores críticos del argumento x , para lo cual es 
necesario: 

a) igualar a cero la primera derivada y encontrar las raíces reales 
de la ecuación obtenida /' (x) — 0; 

b) determinar los valores de x para los cuales la derivada f (x) 
es discontinua. 

3. Analizar el signo de la derivada a la izquierda y a la derecha 
del punto crítico. Puesto que el signo de la derivada permanece 
invariable en el intervalo entre dos puntos críticos, entonces para 
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estudiar el signo de la derivada en ambos lados del punto crítico 
( x 2 , por ejemplo) (fig. 105), será suficiente determinar el signo de la 
derivada en los puntos a y {3 (x* <! a << x 2 , x 2 <! (5 <C £ 3 , donde 
Xí y x 3 son dos puntos críticos más próximos). 

4. Calcular los valores de la función f (x) para cada valor crítico 
del argumento. 

De este modo, llegamos al siguiente esquema de casos posibles: 


Signos de la derivada /' (x) al pasar por 
el punto crítico x\-. 

Naturaleza del punto crítico 

X < XI 

X = X1 

X > XI 

+ 

/' (xj) -— 0 ó es discontinua 

— 

Punto de máximo 


/' ( 1 ^ = 0 ó es discontinua 

-4- 

Punto de mínimo 

+ 

/' (z i )=0 ó es discontinua 

+ 

No hay máximo ni mínimo 
(la función crece) 


/' (xj)=0 ó es discontinua 

— 

No hay máximo ni mínimo 
(la función decrece) 


Ejemplo 1 . .Estudíense el máximo y el mínimo de la función 


y — — g 2x 2 -p 3x -f- 1 , 

Solución. 1) Hallamos la primera derivada: 

y' =x 2 — 4r-j-3. 

2) Calculamos las raíces reales de la derivada: 

x 2 — 4x-f-3 = 0. 

Por consiguiente, 

aq = l, x 2 ~ -3. 

La derivada es continua en todos los puntos y por tanto no existen otros 
puntos críticos. 

3) Analizamos los valores críticos y los resultados los llevamos a la íig. 106. 
El primer punto crítico es, x { — 1. Como y' — (x — 1) (x — 3), resulta que: 

para x<l se tiene: y' = { — ) •( — )>0, 
para x > 1 se tiene: y' = (+) • (— ) < 0. 

Esto quiere decir que al pasar (de izquierda a derecha) por el punto xj = 1, 
el signo de la derivada cambia de «más» a «menos». Por tanto, en x — 1 la fun- 
ción tiene un máximo: 

7 

(y)x=t = y • 
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El segundo punto crítico es 2 r 2 — 3 

para x<3 se tiene y r = ( + )•( — )< 0, 
para s>3 se tiene y' — ( + )■( + ) >0. 

Esto significa que al pasar por el punto x — 3 el signo de la derivada cambia 
de «menos» a «más». Por tanto, en x = 3 la función tiene mínimo: 

(y)x= 3 = 1* . 

Basándonos en este análisis trazamos la gráfica de la función (fig. 106) 




Ejemplo 2. Analícense los valores máximo y mínimo de la función 

y = (x — 1) ]/'" x 2 . 

Solución. 1) Hallamos la primera derivada: 


o y x 


3 fl 


2) Calculamos los valores críticos del argumento: a) encontramos los puntos 
en los que la derivada se reduce a cero: 


^=0. 

3 f x 


2_ . 
5 ’ 


b) encontramos los puntos en los cuales la derivada es discontinua (aquí la deri- 
vada se reduce ai infinito). De tal punto sirve, evidentemente, el punto 

x 2 ~ 0 * 

(Obsérvese que cuando x 2 = 0, la función está definida y es continua), 
i 2— 601 


V 

:'V ?¡ 



■■jV-J 
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No existen más puntos críticos. 

3) Analizamos la naturaleza de los puntos críticos obtenidos. Veamos 
2 

primero el punto x 1 =-g-. Como 

(i V ') 2 < °* te') 2 > 0 ’ 

*<5 *>5 

2 

deducimos que en x = -^- la función tiene un mínimo. El valor de la fun- 
ción en este punto es igual a 



Veamos ahora el segundo punto crítico, x = 0. Como 

0/>*< o>°> ( y')x>o< o» 

deducimos que en x — 0 la función tiene un máximo, siendo (¡d*=o = 0. La 
gráfica de la función analizada se expone en la figura 107. 

§ 5. ANALISIS DEL MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION 
MEDIANTE LA SEGUNDA DERIVADA 

Supongamos que en x — x t la derivada de la función y — f ( x ) 
se reduce a cero, es decir, /' (xj = 0. Admitamos, además que existe 
la segunda derivada, f” (x), y es continua sobre cierta vecindad del 
punto x t . Para este caso es válido el siguiente teorema. 

Teorema. Si /' (x^ = 0, entonces en x = x t la función tiene 
máximo cuando f" (x t ) <C 0, y, un mínimo cuando f" (x 4 ) > 0. 

Demostración. Consideremos la primera parte del teorema 

Supongamos que f fo) = 0 y/' (x t ) < 0, como, según la hipó- 
tesis, f” (x) es continua en cierta vecindad del punto x = x u entonces 
existirá evidentemente un segmento pequeño, que incluya el punto 
x = x lt en todos los puntos del cual la segunda derivada f” (a:) es 
negativa. 

Puesto que f° ( x ) es la derivada de la primera derivada /" (a;) — 
= (/' (a:))', de la condición (/' (a:))' <C 0 se infiere que /' (x) decrece 
en el segmento que contiene el punto x = x± (§ 2, cap. V). Pero 
/' (x 4 ) = 0. Por consiguiente, en este segmento tenemos Y (x) > 0 
cuando a<x lt y f (x) < 0 cuando x > x 1? es decir, el signo de la 
derivada f' ( x ) cambia de «más» a «menos» al pasar por el punto 
x — Xi, lo que significa que en el punto x 4 la función / (x) admite 
un máximo. La primera parte del teorema queda demostrada. 

Del mismo modo se demuestra la segunda parte: si f" (x t ) > 0, 
entonces f" (x) >0 en todos los puntos del segmento mencionado 
que incluye el punto x t ; pero, en este caso, en el segmento dado. 
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f" ( x ) — (/' (x))' >0 y, por tanto, /' ( x ) crece. Como f (a^) = 0, 
al pasar por el punto x u el signo de la derivada f (x) cambia de 
«menos» a «más», es decir, la función / (x) tiene un mínimo cuando 
x — x ím 

Si en el punto crítico f" (xj) = 0, entonces en este punto puede 
haber un máximo o un mínimo, pero puede ocurrir que no exista 
ni uno ni otro. En este caso hay que realizar el análisis utilizando 
el primer método (véase § 4, cap. V). 

El resultado del análisis de los valores extremos, mediante la 
segunda derivada, puede ser representado por la tabla siguiente: 


f (a=i) 

t” (xi) 

Naturaleza del punto crítico 

0 

— 

Punto del máximo 

0 

+ 

Punto del mínimo 

0 

0 

Desconocido 


Ejemplo 1. Hallar el máximo y mínimo de la función 
y — 2sen x-}-cos 2 x. 

Solución. Puesto que la función es periódica y tiene un ^período de 2n, 
es suficiente estudiarla en el segmento [0, 2ji]. 

1) Hallamos la derivada 

y' = 2 cosa;— 2 sen 2a: — 2 (cosa; — 2 sen x eos x) — 2 eos x (l — 2 sen a;). 

2) Calculamos los valores críticos del argumento: 

2 eos x ( 1 — 2 sen x) = 0, 
ji n 5n 3ji 

®i — í ^2 — ~ 2 ~ < x 3 — g 5 — 2 ■ 

3) Hallamos la segunda derivada: 

y"—— 2senx — 4cos2x. 

4) Analizamos la naturaleza de cada punto crítico: 

(¥*) „ = -2-|— 4~=-3<°. 

Por lo tanto, en el punto zj = ~ tenemos el máximo: 

, , . 1 , i 3 

(y) n~ 2 ‘ 2 + 2 “ 2 * 

6 

(i y ") n — — 2*l-}-4 1 = 2 > 0. 

*"T 

12 * 


Luego, 















íl , 

Por consiguiente, en el punto x^ = -^- tenemos el mínimo 

(y) n =2.i-i = i v 


En el punto x 3 =-— tenemos: 


(«’> 5 „=- 2 4 - 44 =- 3 <°. 


OJt , 

Por tanto, para x 3 = — g— la función tiene el máximo: 

„ 1 , 1 3 


Finalmente 


( y K,~ bn 2 ' 2 + 2 2 * 


(y") 3 n~ — 2 ( — 1 ) — 4 ( — 1 ) = 6 > 0 . 


3n 

Consecuentemente, en el punto x í — —^— tenemos el mínimo: 

C y > 3ji = 2 ( — i) — i — — 3. 

x= ~2 

La gráfica de la función analizada se da en la fig. 108. - 






Fig „ 1 08 


Mostremos ahora con ejemplos que si f (x y ) — 0 y /" (xj) = 0, 
en cierto punto x — x x la función / ( x ) puede tener un máximo o un 
mínimo en el mismo; pero, puede no haber ni uno ni otro. 

Ejemplo 2. Analizar el máximo y el mínimo de la función 

y = l — x 4 . 
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Solución. 1) Hallemos los puntos críticos: 

y' = — 4r 3 , — 4x 3 — 0, x = 0. 

2) Determinemos el signo de la segunda derivada cuando x = 0 : 

y" = — 12x2, (¿,") x=0 = 0. 

Por consiguiente, en este caso es imposible determinar la naturaleza 
del punto crítico con ayuda del signo de la segunda derivada. 




Fig. 109 Fig. 110 

3) Investiguemos la naturaleza del punto crítico utilizando el primer 
método (§ 4, cap. V): 

0/')*<o>0, (y , )jc > o<°- 

Por tanto, cuando ¿c = 0, la función tiene como máximo: 

(y)*=o=°- 

La gráfica de la función examinada se muestra en la fig. 109. 

Ejemplo 3. Analizar el máximo y el mínimo de la función 

y — £ 6 . 

Solución. Mediante el segundo método, hallamos: 

1) y ' = 6x5, y' = 6*5 = 0, x = 0 ; 2) y" = 30x4, {y") x==Q =0. 

Por consiguiente, el segundo método no da la respuesta. Recurriendo al 
primer método, obtenemos: 

(j/')*<o< 0 > (í/')*>o> 0 - 

Por tanto, cuando x — 0 la función tiene un mínimo (fig. 110). 

Ejemplo 4. Analizar el máximo y el mínimo de la función 

y — (x — l) 3 . 

Solución. El segundo método 

y’ = 3( X — l)2 r 3(o;_ 1)2 = 0, X = í; 
y" = 6(a;_l), (y") x=1 = 0. 
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En este caso el segundo método no da la respuesta. Utilizando el primer 
método, hallamos: ‘ 


(!/')x<i>°. (»'),>!> 0. 


Por tanto, cuando x = l, la función no tiene máximo ni mínimo (fig. 111). 



§ 6. VALORES MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION 
EN UN SEGMENTO 

Sea y = f (x) una función continua en el segmento [a, fe]. Enton- 
ces en este segmento la función alcanza su valíjr máximo (§ 10, 
cap. II). Supongamos que en el segmento dado la función / ( x ) tenga 
un número finito de puntos críticos. Si el valor máximo se alcanza 
dentro del segmento [a, fe], es evidente que este valor será uno de los 
máximos de la función (si hay varios máximos), o sea, el máximo 
mayor. Pero puede ocurrir que el valor máximo es alcanzable en uno 
de los extremos del segmento. 

Así pues, en el segmento [a, fe] la función adquiere su valor 
máximo en uno de los extremos del segmento dado, o bien en un 
punto interior del mismo, el del valor máximo. 

Lo mismo puede decirse sobre el valor mínimo de la función: 
éste es alcanzable en uno délos extremos del segmento, o en un punto 
interior del mismo: en el punto del mínimo. De lo dicho se infiere la 
siguiente regla: para hallar el valor máximo de una función continua 
en el segmentó [a, fe], es preciso: 

1) hallar todos los máximos de la función en el segmento; 

2) determinar los valores de la función en los extremos del seg- 
mento, es decir, calcular f (a) y / (fe); 

3) elegir el mayor valor de todos los valores obtenidos de la 
función. Este representará el valor máximo de la función en el seg- 
mento. Del mismo modo se debe proceder al determinar el valor 
mínimo de la función en el segmento. 
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Ejemplo. Determinar los valores máximo y mínimo de la función 
y=x 3 — 3x+3 en el segmento £ — 3; . 

Solución. 1) Hallemos los máximos y mínimos de la función en 

•i> 


el segmento 


y' = 3x 2 — 3, 3x a — 3 = 0, x* = l, *2 = 
y" = 6x, ({/ ff ) x =i = 6>0. 

Por tanto, en el punto x — i hay un mínimo: 

(iO*=i = L 

Luego 

(y")x=-i “ — 6 < 0 . 

Por lo tanto, en el punto x = — 1 hay un máximo: 
(y)*=-i=5. 

2) Determinar los valores de la función en los 
extremos del segmento: 


x 15 
3 =* 8 » 


(y)*=-3 : 


■15. 


De este modo, el valor máximo de la función exami- 
nada en el segmento — 3; es: (jy) x =-i = 5, y el 
valor mínimo es: 

(y)x=-3= — 15 - 

La gráfica de la función está representada en la fig. 112. 



§ 7. APLICACION DE LA TEORIA DE MAXIMOS Y MINIMOS 
DE LAS FUNCIONES A LA SOLUCION DE PROBLEMAS 

La teoría de máximos y mínimos permite resolver varios proble- 
mas de geometría, mecánica, etc. Analicemos algunos de ellos. 

Problema 1. La distancia R = O A (fig. 113) (en el vacío) que 
cubre un proyectil, lanzado con velocidad inicial v 0 desde una pieza 
de artillería que tiene un ángulo de elevación (p respecto al horizonte, 
se determina según la fórmula: 

vi sen 2(p 


R 


g 
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{g es la aceleración de la gravedad). Determinar el ángulo <p con el 
cual la distancia R resultará máxima, dada la velocidad inicial v 0 . 



Fig. 113 


Solución. La magnitud R es una función del ángulo variable <p. 

Jí 

Analicemos el máximo de esta función en el segmento 0 qp * 

dR 2yocos2cp 2i;nCOs2cp „ , . . n 

— — — = 0; valor critico qp=- r ; 

d<p g g 4 


4fo sen 2cp _ / d z R \ 

g ; 


= — — < 0 . 


Por tanto, para qp = la función R tiene el máximo: 

(R) »=— • 


r n i 

Los valores de la función R en los extremos del segmento 0; 
son iguales a: 

(i?)(p = o = 0» (R) íi = 0. 

De este modo, el máximo hallado es precisamente el mayor 
valor de R. 

Problema 2. ¿Que dimensiones debe tener un cilindro para que 
sea mínima su área total S , dado el volumen u? 

Solución. Designando por r y h el radio de la base del cilindro 
y su altura, respectivamente, tendremos: 

S = 2nr 2 + 2 nrh. 

Si el volumen del cilindro es conocido, h se expresa en función * 
de r según la fórmula: 

v = nr 2 /i, 
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de donde 



Sustituyendo la expresión de h en la fórmula para S, obtenemos: 


S = 2itr 2 -f- 2nr ~ , 

jtr 


o sea 

5 = 2 ^Jir + ~ j • 


Aquí, v es el número dado. Por consiguiente hemos representado 
S como función de una variable independiente r. Hallemos el valor 
mínimo de esta función en el intervalo 0 < r < oo: 



Por consiguiente, la función S tiene un mínimo en el punto 
r — r t . Como lím S ~ oo y lím S — oo, es decir, cuando r tiende 

r-»-0 r-*- oo 

a cero o al infinito, el área S crece infinitamente, lo que atestigua 
que la función S tiene un valor mínimo en el punto r — r v . 

Pero, si r=yJL, resulta: h = ¿ = 2 ^ = 2r. 

Por tanto, para que el área total S sea mínima, dado el volumen 
v, la altura del cilindro debe ser igual al diámetro de éste. 


§ 8, ANALISIS DE LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO 
DE UNA FUNCION MEDIANTE LA FORMULA DE TAYLOR 

Como se ha indicado en el § 5, capítulo V, si en algún punto 
x — a tenemos f (a) — 0 y /" (a) — 0, en éste puede haber un máxi- 
mo o un mínimo, o bien no haya ni uno, ni otro. Hemos señalado 
que para resolver el problema en el caso dado, se recomienda realizar 
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el análisis mediante el primer método, es decir, estudiando el signo 
de la primera derivada a la izquierda y a la derecha del punto x — a. 

En este caso se puede también realizar el estudio mediante la 
fórmula de Taylor (§ 6, cap. IV). 

Con el fin de generalizar el estudio supongamos que no sólo 
f” (x), sino todas las derivadas de la función f (x), hasta el orden 
« — ésimo inclusive, se reducen a cero cuando x — a: 

/» = /»= =/'“’(<*) = o, (1) 

mientras que 

f n+i) (a)=5¿=0. 

Supongamos también que / ( x ) tiene derivadas continuas hasta 
el orden ( « 4 1) inclusive, en la vecindad del punto x — a. 

Escribamos la fórmula de Taylor para f (x), tomando en cuenta 
las igualdades (1): 

/(*)=/ (o) + / te+,) (l) (2) 

(«4-1)1 

donde | es un número comprendido entre a y x. Como /<”+!> (x) 
es continua en la vecindad del punto a y /< n+1 > (a) =#= 0, existirá un 
número positivo h tan pequeño que para todo x , que satisfaga la 
desigualdad | x — a | < h, se tenga /( n+1 > (x) 0. Además, si 
fin+i) > o, en todos los puntos del intervalo (a — h, a - f h) 
será /( n +!) (x) > 0; si/^ n + 1 > (a) <Z 0, en todos los puntos del intervalo 
mencionado / (n+1 > (x) será negativa. 

Escribamos la fórmula (2) en la forma: 

f{x)-f(a) = iX - a ^' j ln+l) (Í) (2) 

y examinemos diferentes casos particulares. 

Primer caso: n es un número impar. 

a) Sea / ín+1 > (a) -< 0. Entonces existirá tal intervalo (a — h y 
a-{-h), en cada punto del cual la derivada de orden («+1) es negativa. 
Siendo x un punto de este intervalo, £ también se encontrará, entre 
a — h y a 4 h. Por consiguiente, f( n +V (£) •< 0. Puesto que «41 
es un número par, entonces (x — a) n+1 >• 0 cuando x a, y, por 
eso, el segundo miembro de la fórmula (2') es negativo. 

Por consiguiente, cuando i#aen todos los puntos del intervalo 
(a — h , a -{• h) tenemos: 

f (?) —f (a) < 0, 

lo que significa que la función tiene un máximo en el punto x = a. 

b) Sea /( n +!) (a) >> 0. Entonces, para un valor h suficientemente 
pequeño tenemos /< n +^ (|) ~> 0 en todos los puntos x del intervalo 
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(i a — h , a -j- h ). Por tanto, el segundo miembro de la fórmula (2') 
será positivo, es decir, cuando x a, en todos los puntos del inter- 
valo indicado será: 

f(x)-f(a)> 0, 

lo que significa que la función tiene un mínimo en el punto x — a. 
Segundo caso: n es un número par. 

El número n + 1 será impar y la magnitud ( x — a) n+i tendrá 
signos opuestos cuando x <C a y x > a. Si h es suficientemente peque- 
ño en valor absoluto, la derivada de orden (n + 1) en todos los demás 
puntos del intervalo (a — h, a + h) conserva el mismo signo que 
en el punto a. Por consiguiente, f (x) — / (a) tiene signos diferentes 
para x C a, y para x > a. Esto significa que en el punto x = a 
no existe máximo, ni mínimo. 

Observemos que, si n es par y / (n+1 > ( a ) >0, entonces f (x) < 

< / (a) para x <C a, y / (x) > / (a) para xi> a. Pero si n es par 
y f{n+i) < 0 } entonces / (x) > / (a) para x <C a, y / (x) <1 / (a) 
para x > a. 

Se puede formular los resultados obtenidos del modo siguiente: 
Guando x = a, tenemos: 

/» = /»=... =/«(<*) = o 

y la primera derivada /í n + 1 > (a), que no se anula, es de orden par 
entonces en el punto a la función f (x) tiene un máximo, si f n +U (a)<C 

< 0; la función / (x) tiene un mínimo , si es f( n +V (a) > OrSi la prime- 
ra derivada /( n +i) q U e no se anula, es la de orden impar , en el 
punto a la función no tiene máximo, ni mínimo. Además, 

/ (x) crece, si / (n+1) (a) > 0; 

/ (x) decrece , si /¿ n + 1 > (a) < 0. 

Ejemplo. Analizar el máximo y el mínimo de la función: 

/' (ar) = x 4 — 4x 3 -j-6x 2 — Ax-\-í. 

Solución. Hallemos los valores críticos de la función 

/' (x) = 4x 3 — 12x 2 -}-12x — 4 = 4 (x 3 — 3x 2 -f"3x — 1). 

De la ecuación 

4 (x 3 — 3x 2 -f- 3x — 1) = 0 
obtenemos el único punto crítico: 

x = 1 

(ya que la ecuación dada tiene sólo una raíz real). 

A continuación estudiamos la naturaleza del punto crítico x = 1: 

/"(x) = 12x 2 — 24 x-}- 12 = 0 para x = l, 
f m (x)—2Ax — 24 = 0 para x = l, 
y IV (x) = 24>0 para todo x cualquiera. 

Por consiguiente, cuando x = 1, la función / (x) tiene un mínimo. 
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§ 9. CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD DE LA CURVA. 

PUNTOS DE INFLEXION 

Sea una curva plana y — f (x) que representa la función / (;r), 
uniforme y derivable. 

Definición. Se dice que la curva es convexa hacia arriba en el 
intervalo (a, b ), si todos los puntos de la misma están por debajo 
de cualquier tangente a la curva en este intervalo.' 

Se dice que la curva es convexa hacia abajo en el intervalo ( b , c), 
si todos los puntos de la misma están situados por arriba de cualquier 
tangente a la curva en este intervalo. 



La curva que tiene la convexidad hacia arribarse llama convexa , 
igual que la curva que tiene la convexidad hacia abajo se denomina 
cóncava. 

En la figura 114 se muestra una curva convexa en el intervalo 
(a, b) y cóncava en el intervalo (ó, c). 

La dirección de la convexidad de la curva es una característica 
importante de su forma. A continuación determinemos los criterios 
según los cuales, durante el estudio de la función y — f (x), podemos 
juzgar sobre la dirección de su convexidad en diferentes intervalos. 

Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 1. Si la segunda derivada de la función f (x) es negativa 
en todos los puntos del intervalo ( a , ó), es decir, si f" (x) <C 0, la curva 
y=f (x) tiene su convexidad dirigida hacia arriba en este intervalo 
{la curva es convexa). 

Demostración. Tomemos en el intervalo (a, b) un punto arbitra- 
rio x = x 0 (fig. 114) y tracemos una tangente a la curva en el punto 
cuya abscisa es x = x 0 . El teorema quedará demostrado, si estable- 
cemos que todos los puntos de la curva en el intervalo (a, b) están 
situados por debajo de la tangente, es decir, la ordenada de cualquier 
punto de la curva y — f (x) es menor que la ordenada y de la tangen- 
te, para un mismo valor de x. 
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La ecuación de la curva es: 

y=f(x) (1) 

La ecuación de la tangente a la curva en el punto x — x 0 tiene 
la forma: 

y — f (Xq) = f (x 0 ) (x — Xq) 

o sea 

y = f (x 0 ) + f (xo) (x — xo). (2) 

De las ecuaciones (1) y (2) se deduce que para un mismo valor de 
x la diferencia de las ordenadas de la curva y de la tangente es igual a: 

y — y = f(x)—f(x 0 )—f(x 0 )(x — x 0 ). 

Aplicando el teorema de Lagrange a la diferencia / (x) — f (x 0 ), 
obtenemos: 

y~y = f'(c)(x — x 0 )—f'(x Q )(x — x 0 ) - 
(donde c se encuentra entre x$ y x) o sea, 

y — y — \f (4 — f M] (x — xq). 

Apliquemos de nuevo el teorema de Lagrange a la expresión del 
corchete: 

y — y=f (ct) {c — x 0 ) (x — x Q ) (3) 

(donde c x se encuentra entre x 0 y c). 

Examinemos primero el caso, cuando x >> x G . Aquí: x 0 < c < x, 
puesto que 

x — xq >» 0, c — Xq 0; 

además, según la condición: 

/'(*!)< 0 , 

de la ecuación (3) se deduce que y — y < 0. 

Examinemos ahora el caso cuando x <. ~x 0 . Por ahora: x <Z c <Z 
< Ci < x 0 , y x — x 0 < 0, c Xq C 0. Puesto que, según la condi- 
ción,'/" (ct) < 0, entonces de la igualdad (3) se deduce que: 

y — y <0. 

Hemos comprobado que cualquier punto de la curva está situado 
p< debajo de la tangente a la misma, cualesquiera que sean los 
valores de x y x 0 en el intervalo (a, b). Esto significa que la curva 
es convexa. Queda así demostrado el teorema. 

Del mismo modo se comprueba el teorema siguiente: 
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Teorema Y. Si la segunda derivada de la función f (x) es positiva 
en todos los puntos del intervalo ( b , c), es decir , si f (x) > 0, la curva 
y = f (x) tiene su convexidad dirigida hacia abajo en este intervalo 
{la curva es cóncava). 

Observación. El significado geométrico de los teoremas 1 y 1' j 
puede ser interpretado de modo siguiente. Estudiemos la curva I 
y — f (x) que tiene su convexidad dirigida hacia arriba en el inter- 
valo (a, b ) (fig. 115). La derivada f (x) es igual a la tangente del 




ángulo a formado por la línea tangente a la curva y el eje Ox en el 
punto de absc-isa x, es decir, /' (x) = tg a. Por lo tanto f" (x) = 

= n# «r*. 

Si /" (x) < 0 para cualquier x en el intervalo (a, b), esto quiere 
decir que tg a decrece a medida que crece x. Desdq el punto de vista 
geométrico está claro que si tg a decrece a medida que crece x, enton- 
ces la curva correspondiente será convexa. El teorema 1 es la compro- 
bación analítica de esta deducción. Del mismo modo se interpreta 
geométricamente el teorema Y (fig. 116). 

Ejemplo 1. Determinar los intervalos de convexidad y de concavidad 
de la curva dada por la ecuación: 

y = 2 — x 2 , 

Solución. La segunda derivada es 

y* — — 2 <^0 

para cualquier valor de x. Por consiguiente, la convexidad de la curva está 
dirigida hacia arriba en todos los puntos (fig. 117). 

Ejemplo 2. Una curva está dada por la ecuación 


Puesto que: 


y =-- e x . 
y” e* > 0, 


para todos los valores de x, la curva es c'ncavaen todos los puntos, es decir, 
su convexidad está dirigida hacia abajo (fig. 118). 


Convexidad y concavidad de la curva. Puntos de inflexión 


191 


Ejemplo 3. Una curva está representada por la ecuación 

y = x®. 



entonces y" < 0 para x<0, e y" > 0 para x > 0. Por consiguiente, la con- 
vexidad de la curva está dirigida hacia arriba cuando x <C 0 y hacia abajo, 
cuando x > 0 (fig. 119). 



Fig. 117 



Definición 2. El punto que en una curva continua separa la 
parte convexa de la cóncava, se llama punto de inflexión de la curva. 



Fig. 120 Fig. 121 

En las figuras 119, 120 y 121 los puntos O, A y B son los puntos 
de inflexión. 

Es evidente que en el punto de inflexión la tangente corta a la 
curva de modo que a un lado del punto la curva está situada por 
debajo de la tangente, y al otro lado, por encima de ésta. 

Establezcamos ahora las condiciones suficientes para que el 
punto dado de la curva sea el de inflexión. 

Teorema 2. Sea y — f (x) la ecuación de una curva. 

Si f" (a) — 0, o f" (a) no existe , y la derivada f" (x) cambia de 
signo al pasar por el valor x = a, entonces , el punto de la curva de 
abscisa x — a es el punto de inflexión. 
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Demostración. 1) Sea /" (a;) <C 0 cuando x < a, y /" (x) >* 0, 
cuando x > a. Entonces, para x < a la curva es convexa y para 
x > a es cóncava. Por tanto, el punto A de la curva, de abscisa 
x = a, es el punto de inflexión (fig. 120). 

2) Si f" (x) > 0 cuando x <i b, y /" (x) <C 0, cuando x~> b, 
entonces para x < ó la curva es cóncava y para x > b es convexa. 
Por consiguiente el punto B de la curva de abscisa x = b es el punto 
de inflexión (fig. 121). 


Ejemplo 4. Determinar los puntos de inflexión y los intervalos de’ con- 
vexidad y de concavidad de la curva 

y = e~ x2 (curva de Gauss). 

Solución. 1) Hallemos las derivadas primera y segunda: 
y'=-2xe~ x \ 

2 e -* 2 ( 2*2 — 1 ). 

2) La derivada segunda existe en todos los puntos. Hallemos los valores 
de x para los cuales y" = 0: 

2e~ x2 (2*2 — 1) = 0, 

3) Analicemos los valores obtenidos: 


para x < ■ 


— , tenemos y" > 0, 


V2 

para — , tenemos y" <C 9. 

y 2 

La segunda derivada cambia de signo al pasar por el punto x íf por tanto 

1 

para x l = — en la curva hay un punto de inflexión. Sus coordenadas 


son: 




para x < ^ — — , tenemos y" <C_ 0, 

■ v 2 


para x > 


1/2 

1 


tenemos y" ^>0. 


Por consiguiente, para x 2 =-~ rr en la curva también existe un punto 

y 2 


de inflexión, cuyas coordenadas son: 


V 1/2 




La existencia del 


segundo punto de inflexión se deduce t mbién de la simetría de la curva 
respecto al eje Oy . 
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4) De lo anterior se deduce que: 

para — oo<*< la curva es cóncava 

V2 

í . i . 

para — < x < — — la curva es convexa 

1/2 1/2 

1 

para — — <x<4-oo la curva es cóncava. 

y 2 

5) De la expresión de la primera derivada 

y' = —2xe~ x2 

se deduce que: 

si x < 0, y' > 0, es decir, la función crece; 
six>0, j/'< 0, es decir, la función decrece; 
six = 0, y' = 0. 

En este punto la función tiene un máximo, o bien y= 1. 

Basándose en el estudio realizado es fácil construir la gráfica de la 
curva (fig. 122). 



Ejemplo 5. Analizar los puntos de inflexión de la curva 

y = x*. 

Solución: 1) Hallemos la segunda derivada. 

y" = 12x 2 . 

2) Determinemos los puntos para los cuales y" ~ 0: 

12x 2 = 0, x = 0. 

3) Analicemos el valor obtenido de x = 0: 

si x < 0, y" > 0, la curva es cóncava; 
si x >0, y" > 0, la curva es cóncava. 

Por consiguiente, la curva no tiene puntos de inflexión (fig. 123). 
Ejemplo 6. Analizar los puntos de inflexión de la curva 

i 

y = i x — i) 3 . 



13—2043 
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Solución. 1) Hallemos las derivadas primera y segunda: 

_ 2 _ 5 

3 ; §-(*— i) 3 . 

2) La segunda derivada no se reduce a cero en ningún punto, pero tampoco 
existe cuando x — 1, {y" = + oo). 

3) Analicemos el valor de x — 1: 

si x < 1, y" > 0, la curva es cóncava; 
six>-l, y" < 0, la curva es convexa. 

Por tanto, hay un punto de inflexión en x = 1 que es punto (1; 0). 




Observemos que y' = oo cuando x = 1, es decir, la tangente a la curva 
en este punto es vertical (fig. 124). 

§ 10. ASINTOTAS 

Frecuentemente es preciso estudiar la forma de una curva y = 
= f (x), y, por tanto, la variación de la función correspondiente 
cuando la abscisa y la ordenada de un punto variable de la curva, 
juntas, o por separado tienden al infinito (según la magnitud absolu- 
ta). Aquí tiene especial importancia el caso en que la curva estu- 
diada se aproxima indefinidamente a una recta, al tender el punto 
desplazable de la curva hacia el infinito*. 

Definición. Si la distancia ó entre una recta A y el punto despla- 
zable M de la curva tiende a cero, mientras que el punto M tiende 
al infinito, esta recta recibe el nombre de asíntota de la curva 
(figs. 125 y 126). 


*) Se dice que el punto desplazable M se mueve a lo lagro de una curva 
hacia infinito, si la distancia entre este punto y el origen de coordenadas crece 
indefinidamente. 
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Para estudios ulteriores vamos a distinguir las asíntotas verticales 
(paralólas al eje de ordenadas), de las oblicuas (no paralelas al .eje- 
de ordenadas). 

I. Asíntotas verticales. 

De la definición de asíntota se deduce que si lím f (x) = oo, 

JC-Kl+O 

ó lím f (x) = oo, o bien lím / (x) = oo, la recta x = a es la asíntota 

x-+a — 0 x ->a 

de la curva y = f (x). Recíprocamente, si la recta x — a es una 
asíntota, se cumple una de estas igualdades. 


v$/H(x.y) 



Fig. 125 


Fig. 126 


Por consiguiente, para determinar las asíntotas verticales es 
preciso encontrar tales valores de x = a que, al aproximarse a los 
mismos, la función tienda al infinito. En este caso la recta x = a 
será asíntota vertical. 

2 

Ejemplo 1. La curva y —- — ^ tiene una asíntota vertical x — b, puesto 
que y — co cuando x 5 (fig. 127). 





Fig. 127 

Ejemplo 2. La curva y = t.gx tiene infinidad de asíntotas verticales: 

it 3n , 5 jc 

x = ±-j-; x = ±— ; x = ± — ; ... 



196 


Análisis de la variación ele las funciones 



Fig. 128 


1 

Ejemplo 3. La curva y = e x tiene una asíntota vertical x = 0, puesto 
1 



Fig. 129 Fig. 130 

II. Asíntotas oblicuas. 

Supongamos que la curva y — f (x) tiene una asíntota oblicua, 
cuya ecuación es: 

y = kx + b. . (1) 

Determinemos los números k y b (fig. 130). Sea M (, x , y) un 
punto de la curva y N ( x , y), un punto de la asíntota. La longitud 
del segmento MP es igual a la distancia entre el punto M y la asín- 
tota. Según la hipótesis 

lím MP = 0. (2) 

x _► 4- oo 
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Designando con <p el ángulo formado por la asíntota y el eje Ox, 
del A NMP hallamos: 

NM = . 


Puesto que <p es un ángulo invariable ^diferente de , según 
la igualdad anterior tenemos: 

lím NM = 0 . (2T) 

x + 00 

Recíprocamente, de la igualdad (2') se deduce la igualdad (2). Pero 
NM = \QM-QN\ = \y-¡j\ = \f(x)-(kx + b) |, 
la igualdad (2') toma la forma: 

lím [/ (x) — kx — b ] — 0. (3) 

X -*■ + 00 

Así que,l si la recta (1) es una asíntota, se cumple la igualdad 
(3). Recíprocamente, si para k y b constantes se cumple la igualdad 
(3), la recta y = kx b será asíntota. 

Determinemos ahora k y b. Despejando x en la igualdad (3), 
obtenemos: 

hm x k =0. 

3C ->- + OO L X X _ 

Puesto que x debe cumplirse la igualdad 


lím ri<2L_ A H = 0 . 

x L X x _ 


Cuando b es constante, lím — = 0. Por tanto, 

X->oo X 


TY 1 

f( x ) 

+ 00 

X 

k = 

lím 


x -*■ + 00 

Conciendo k, hallamos b de la igualdad (3): 

6= lím [/ (x) — kx]. 

x -V + 00 
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De suerte que si la recta y ~ kx -f- b es una asíntota, entonces 
k y b se encuentran según las fórmulas (4) y (5). Recíprocamente, 
si existen los límites (4) y (5), se cumple la igualdad (3) y la recta 
y “I - ú es una asíntota. Si uno de los límites (4) y (5) no existe, 
la curva no tiene asíntota. 

Observemos que hemos estudiado el problema referente a la 
figura 130, cuando x — > -f-oo; sin embargo, todos los razonamientos 
son válidos también para el caso cuando x — > — oo. *' 

Ejemplo 4. Hallar las asíntotas de la curva 

x 2 -j-2x — 1 


Solución: 1) Hallamos las asíntotas verticales: 


cuando x 
cuando x ■ 


— 0, y ->4-oo ; 
■4-0, y — > — co » 


Por consiguiente, la recta x = 0 es una asíntota vertical. 
2) Encontremos las asíntotas oblicuas 


lím JL= lím *J + 2x- 1 

*-(■±00 x x-*±oo x ¿ 




es decir. 


b*= lím 


. r i i' Vx 2 + 2x— 1 -i 

im [y — x] — um x\ = 

■±c o x-+±oo L x J 


= lím [ 

X — v± oo L 


x 2 -f- 2x — 1 — x 2 


1 = lím f 2 — 1 = 2 

J JC-V + OO L x J 


o bien, 


Por consiguiente, la recta y — x - f 2 es una asíntota oblicua de la curva 
dada. 

Para estudiar la disposición mutua de la asíntota y de la curva, examinemos 
la diferencia de las ordenadas de la curva y de la asíntota para un mismo valor 
de x: 

x‘ + 2x-l_ 

X x 

La diferencia es negativa para x >• O, y positiva para x < 0; por tanto 
cuando sí > O, la curva está situada debajo de la asíntota, y cuando x < O, 
encima de la asíntota (fig. 131). 

Ejemplo 5. Hallar las asíntotas de la curva 

y — e~ x sen x -|- x . 


£#lEf * v 
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Solución 1) Evidentemente no existen asíntotas verticales. 
2) Las asíntotas oblicuas serán: 


k= lím —— lím 

X-y+oo x x-y-f-oo 


e~ x sen x -j- x 


lím 

x x— y~f*oo 


, T e"*senx , ."1 . 

T»L x + 1 J =1, 


b— lím [e" x seni+2 — x] = lím e“*senx = 0. 

X-y+oo X-H-°° 


Por consiguiente, la recta 


y — x 


es una asíntota oblicua para x — >- -f- oo . La curva dada no tiene asíntota 

r y y 

cuando x->- —ex) . En efecto, no existe lím — , puesto que — = — señx-f-1. 



r ‘ '• •: 




(Aquí, el primer sumando crece indefinidamente cuando x -*■ — oo, y, por 
tanto, no tiene límite). 


§ 11. ESQUEMA GENERAL DEL ANALISIS DE FUNCIONES 
Y DE LA CONSTRUCCION DE GRAFICAS 

El análisis de funciones se reduce generalmente a la determinación 
de los siguientes elementos: 

1) el dominio natural de definición de la función; 

2) los puntos de discontinuidad de la función; 

3) los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función; 

4) los puntos de máximo y mínimo, así como los valores máximos 
y mínimos de la función; 



•> 
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5) los dominios de convexidad y concavidad de la gráfica y los 

puntos de inflexión; ¡ 

6) las asíntotas de la gráfica de la función. 

Este análisis permite construir la gráfica de la función (a veces j 
resulta más conveniente trazar los elementos de la gráfica simultá- f. 
neamente con el análisis). 

Observación 1. Si la función estudiada y — f (x) es par , es decir, 
es tal que el valor de la función no varía cuando el argumento cambia | 
de. signo, es decir, si: 

f (~ x ) = / (*). 

será suficiente analizar la función y construir su gráfica sólo para 
los valores positivos del argumento, pertenecientes al dominio de 
definición de la función. Para los valores negativos del argumento 
la gráfica de la función se construye teniendo en cuenta que una 
función par tiene su gráfica simétrica respecto al eje de ordenadas. 

Ejemplo 1. La función y = x 2 es par, puesto que ( — x 2 ) = (x) 2 (véase i 
fig. 5). I 

Ejemplo 2. La función y = eos x es par, puesto que eos ( — x) = eos (x) 
(véase fig. 16). 

Observación 2. Si la función y = f (x) es impar , es decir, que 
la función cambia de signo cuando varía el argumento, o sea, si: 

f(— x ) = —f(x), 

será suficiente analizar la función para los valores positivos del 
argumento. La gráfica de una función impar es simétrica respecto 
al origen de coordenadas. 

Ejemplo 3. La función y = x 3 es impar, puesto que (— x 3 ) = — x 3 (véa 
se fig. 7). 

Ejemplo 4. La función y — sen x es impar, puesto que sen ( — x) — 

= — sen x (véase fig. 15). 

Observación 3. Como el conocimiento de algunas propiedades 
de una función permite hacer conclusiones sobre las otras, a veces 
resulta conveniente elegir el orden del análisis partiendo de las 
particularidades de la función dada. Por ejemplo, si determinamos 
que la función dada es continua y derivable, y encontramos los pun- 
tos de máximo y mínimo de la misma, quedan determinados también 
los dominios de crecimiento y decrecimiento de la función. 

Ejemplo 5. Analizar la función, 

x 

y 1 -j- X 2 


y construir su gráfica. 
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Solución. 1) El dominio de definición de la función es el intervalo 
— oo < x <c -j- oo. Inmediatamente observamos que para x < 0 tenemps 
¡/<0 y para x >0 tenemos y > 0. 

2) La función es continua en todos los puntos. 

3) Analicemos los máximos y mínimos de la función partiendo de la ecua- 
ción 

\ j-2 

yf = (i -!-**)* 3=8 °* 

Hallamos los puntos críticos 

*i= — 1, *2 = 1- 

Analicemos ahora la naturaleza de los puntos críticos: 

cuando x l <^ — 1 tenemos y' <C 0; 
cuando xj > — 1 tenemos y' >0. 

Por tanto, la función tiene un mínimo cuando x — — 1 : 

^mín = (y)x—— 1 = 0,5; 

De igual manera: 

cuando x<[ 1 tenemos y' >0; 
cuando x > 1 tenemos y' < 0. 

Por tanto, la función tiene un máximo cuando x = 1: 

^máx (y)x= 1 

4) Determinemos los campos de crecimiento y decrecimiento de la fun- 


— oo< x< — 1 tenemos y' < 0 : la función decrece; 
— 1 < x < 1 tenemos y' > 0 : la función crece; 
l<x<[ -f-oo tenemos i/ '< 0 : la función decrece. 


5) Determinemos los campos de convexidad y concavidad de la curva 
y los puntos de inflexión partiendo de la ecuación 


obtenemos: 


2x(x*-3 _)_ 

y (l+x2)3 


x t = — 1/3, X 2 =0, X 3 = 1 / 3 . 

Estudiando y" como función de x, encontramos que: 
para — oo<!x< — "]/3 tenemos y” <C 0: la curva es convexa; 

para — ’\/3-<X'<0 tenemos y" > 0: la curva es cóncava; 

para 0<x<"l/3 tenemos y" <C 0: la curva es convexa; 

para 1/3 x <C + 00 tenemos y" >0: la curva es cóncava. 


Por tanto, el punto de coordenadas: x 


inflexión, lo mismo que los puntos (0, 0) y {^\/%, • 


y — — , es el de 

S/5 






202 Análisis de la variación de las funciones 


6) Hallemos las asíntotas de la curva: 

para a: ->+00 tenemos y ->0; 
parax — — 00 tenemos y — >-0. 

Por consiguiente, la recta y = 0 es la única asíntota oblicua. La curva 
no tiene asíntotas verticales, puesto que no existe ningún valor finito de x para 
el cual la función tienda al infinito. 

La gráfica de la curva estudiada está expuesta en la figura 132. 

Ejemplo 6. Analizar la función 

y = 'j? r 2ax 2 — x 3 

y construir su gráfica. 



Fig. 132 



Solución. 1) La función está definida para todos los valores de x. 

2) La función es continua en todos los puntos. 

3) Analicemos los máximos y los mínimos de la función: 

, 4ax — 3x2 — 4 a — 3x 

V _ 3 f (2ax 2 — x 3 ) 2 ~ 3 f x (2a — a?)* * 

La derivada existe en todos los puntos a excepción de los siguientes: 

i ( =0 y x 2 = 2 a. 

Analicemos los valores límites de la derivada para x ->• — 0 y para x -► -f 0: 

, 4a — 3x . , 4a — 3x 

lím — 7 ?= = -- = — 00 , lim — — — == «=» + 00 

*_*_<) 3 lT x f (2a + x)2 x-*~f-0 3 ]/^ x ^ (2a -f- x) 2 

para x <; 0 tenemos y' < 0, para x ;> 0 tenemos y' > 0. 

Por tanto, la función tiene un mínimo cuando x = 0. El valor de la fun- 
ción en este punto es cero. 

Estudiemos ahora la función en otro punto crítico x 2 = 2a. Si x 2a, 
la derivada también tiende al infinito. Sin embargo, en este caso, para 
todos los valores de x próximos a 2a (tanto a la derecha como a la izquierda del 
punto 2a), la derivada es negativa. En consecuencia, en este punto la función 
no tiene máximo, ni mínimo. En el punto x 2 — 2a, como también en la pro- 
ximidad de éste, la función decrece. La tangente a la curva en este punto es ver- 
tical. 

Cuando x=^ la derivada se reduce a cero. Estudiemos la naturaleza 

ó 

de este punto crítico. Analizando la expresión de la primera derivada, 
observemos que 

para x < tenemos y ' > 0, para x > tenemos y ' < 0. 
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4 a 


Por tanto, la función tendrá un máximo para x — : 

_ 2_ 

^máx 3 


= í a 


4) Utilizando los resultados del análisis efectuado obtenemos los campos 
de crecimiento y decrecimiento de la función: 

para — oo<x<0 la función decrece; 

¿kQ, r 

para 0 < x < la función crece; • 

O 

para — <x<+oo la función decrece. 

O 


5) Hallemos los campos de convexidad y concavidad de la curva 
y puntos de inflexión: la segunda derivada 

8a2 

.,/r . 

y — — 4 5 

9a; 3 (2a — xf 


no se reduce a cero en ningún punto. Sin embargo existen dos puntos en los 
que la segunda derivada es discontinua: los puntos = 0 y x 2 = 2a. 



Investiguemos el signo de la segunda derivada en la proximidad de cada 
uno do estos puntos: cuando x < 0 tenemos y" <C 0, y la curva tiene su con- 
vexidad dirigida hacia arriba; 

cuando x > 0 tenemos y” < 0, y la curva tiene su convexidad dirigida hacia 
arriba. 

Quiere decir que el punto de abscisa x = 0 no es el punto de inflexión. 
Guando x < 2a se tiene y” < 0, y la curva tiene su convexidad dirigida 
hacia arriba. 

Cuando x > 2a se tiene y" > 0, y la curva tiene su convexidad dirigida 
hacia abajo. 

Quiere decir que el punto (2a; 0) de la curva es el de inflexión. 
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6) Hallemos las asíntotas de la curva 

y ,, -? / 2ax * — x 3 ,, 

k= lxm — = lim 1/ — lim 1/ 

X-*-±oo x X-y±oo y x v-*A-oo “ 


= lím 1 / — -l = _ d 


, V rV/o — 2 2 I 1 1 ' 2a# 2 — x 3 -j-x 3 2a 

b= lirri [y 2ax 2 . — x 3 -\-x\— lim — - — = -~- 

jc— v±oo x-v±oo y (2ax 2 — x 3 ) 2 — x y 2ax 2 — x 3 -f-x 2 " 

Por tanto, la recta 

,2a 

y = - x +Y 

es una asíntota oblicua de la curva 

y — y 2 ax 2 — ‘X 3 . 

La gráfica de la función estudiada se da en la fig. 133. 


§ 12. ANALISIS DE LAS CURVAS DADAS 
EN FORMA PARAMETRICA 

Sea la curva dada por ecuaciones paramétricas 


x = <p(t), 1 

y = $(*). í 


En este caso el análisis y la construcción de la curva se efectúan 
de manera análoga a la que ha sido utilizada para la curva dada por 
la ecuación 

y = / (*)- 

Primeramente calculamos las derivadas: 

dx ' 

, } ( 2 ) 


Para los puntos de la curva en la proximidad de los cuales ésta 
sirve de gráfica de la función y = f (x), calculamos la derivada 


Encontremos los valores del parámetro t = t u t 2 , ... t h para 
los cuales por lo menos una de las derivadas, <p'(£) o se reduce 

a cero o tiene discontinuidad. (Tales valores de t los llamaremos 
críticos). Según la fórmula (3), determinemos el signo de la derivada 

J 

en cada uno de los intervalos (í lf ¿ 2 )í (t 2 , t 3 ); . . (£*-i, t¡¿ 
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y, por tanto, en cada uno de los intervalos (x 1? x 2 ); ( x 2 , x 3 ); . . . 

. . .; (x h -i, x h ) donde x t = (U). De esta manera quedan deter^ 

minados los dominios de crecimiento y decrecimiento. Esto da la 
posibilidad de determinar la naturaleza de los puntos que correspon- 
den a los valores del parámetro ti, t 2 , . . ., t k . Luego calculamos: 

d 2 y \f (t) <p' (t) — <p" (t) ^ 


dx L 


wrn 

Esta fórmula nos permite determinar la dirección de la con- 
vexidad en cada punto de la curva. Para hallar las asíntotas, encon- 
tramos tales valores de t, en cuya proximidad una de las variables, 
x o y, tienda al infiñito y tales valores de t en cuya proximidad x e y 
tiendan al infinito. Después realizamos el estudio de la curva del 
modo habitual. Mostremos con ejemplos algunas particularidade 
del estudio de las curvas dadas en forma paramétrica. 


(!') 


Ejemplo 1. Analizar la curva dada por las ecuaciones 

x — a eos 3 t , 1 
y —a sen 3 t. / 

Solución. Los valores x e y están determinados para todos los valores 
t. Siendo periódicas las funciones eos 3 t y sen 3 t de período 2n, será sufi- 
ciente considerar la variación del parámetro t en los límites de 0 hasta 2 Jt. 
El segmento [ — a, a] es el dominio de definición tanto para x como para y. Por 
consiguiente, la curva estudiada no tiene asíntotas. Hallemos ahora: 


de 


dx 


— — = — 3 a eos 2 t sen 
dt 


dv _ „ 

~ = 3a sen 2 t eos 
dt 


¡en t , ] 

f J 


(2') 


3n 


Estas derivadas se reducen a cero, cuando t = 0, — , jt, — — , 2n. Deter- 
dy 3 a sen 2 t eos t 


minemos: 


tgí. 


( 3 ') 


dx — 3a eos 2 t sen t 
Tomando en consideración las fórmulas (2') y (3') componemos la tabla siguiente. 


Campo de 
variación de t 

Campo de varia- 
ción correspondien- 
te de x 

Campo de varia- 
ción correspondiente 
de y 

Signo 

de 

dy 

dx 

Carácter de va- 
riación de y en 
función de 
x (y — f ( x )) 

0<<<2 

a > x > 0 

o< y< « 

— 

Decrece 

!<«* 

0 > x > — a 

« >y >0 

+ 

Crece 

. , . 3n 
n<t< ~ 

— a < x < 0 

0 >y> — a 

— 

Decrece 

y < t < 2jt 

0 < x a 

— ' a < y < 0 

+ 

Crece 
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De la tabla se deduce que las ecuaciones (!') definen dos funciones continuas 
del tipo y ~ f (x)\ para 0 t n tenemos y > 0 (véanse dos primeros renglo- 
nes de la tabla), para n < t 2at tenemos y <Z 0 (véanse los últimos renglones 
de la tabla). De la fórmula (3') se deduce: 

lím ^ = oo 
n dx 


lím — =co. 
3n dx 

X ~*~2 


En estos puntos la tangente a la curva es vertical. Hallemos ahora: 

dy 


dy 

dt 


t = o 


= 0 , 


dt 


l—n 


0 '^-i 


= 0 . 


dt |/=2ji 

En estos puntos la tangente a la curva es horizontal. Calculemos ahora: 
d 2 y 1 


De aquí se deduce: 


dx 2 3 a eos 4 t sen t 

^>0 

dx 2 


para 0< t < ¡rt, la curva es cóncava 

d 2 y 


dx 2 


<0 


para n <; t < 2ji la curva es convexa. 



Los resultados obtenidos permiten construir una curva correspondiente 
(fig. 134). Esta curva se llama astroide. 


Ejemplo 2. Construir la curva dada por las ecuaciones ( folio de Descartes ) 


3 at 3a t 2 

X= TT^' ya í+73 ' 


( 1 "> 
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Solución. Estas dos funciones están definidas para todos los valores 
de /, a excepción de t~ — 1, además: . 

,, ,, 3a/ . ,, ,, 3a/ 2 

um x = lim — - = -f oo, lim y = lim = — oo; 

í— < — 1—0 z-*— í-o 1 + /-*■— 1—0 r— ► — i — o 1 + í 3 


lím x = — oo, lím y— -{-oo. 
i-j-0 í ■> — l-f-O 


Observemos ahora que 

para Z = 0 es x = 0, y = 0, 
para t — ^+<x> es x — > 0, y 
para / — >— oo es x — >0, y 


0, 

0. 


Hallemos y £ , 


dx 


6a 


( 4 --) 


dy 3a/ (2 — Z 3 ) 
~dt ~ (1 + t 3 ) 2 " ’ ~dt~ (1 + Z 3 ) 2 

Para / obtenemos los siguientes valores críticos: 


( 2 ") 


// — 1, / 2 — 0, Z3 — s /~2 ’ — /2- 


Hallemos ahora: 


dy 


dy 

dt 


/(2 — / 3 ) 


di 


Utilizando las fórmulas (1"), (2"), (3") componemos la tabla. 


( 3 ') 


Campo de 
variación de í 

Campo de varia- 
ción correspon- 
diente de x 

Campo de varia- 
ción correspon- 
diente de y 

Signo 

de 

dy 

dx 

Carácter de varia- 
ción de 1 / en 
función de x 
(y = f (*)) 

— co < Z < — 1 
-1<Z<0 

0 <. x < -j- oo 
— co x < 0 

0 > y > — 00 
+ co >y >0 

— 

Decrece 

Decrece 


0<x<af4 

0<y<af2 

+ 

Crece 


a ]T4 > x > a ]T2 

af2<y<afl 

— 

Decrece 

f2</<+co 

a f ' 2 > i -f 0 

a f* >y >0 

+ 

Crece 


De la fórmula (3") se deduce: 

(ia. o -»• 

(S=8) G=8) 


; a 




208 


Análisis de la variación de las funciones 


Por tanto, la curva pasa por el origen de coordenadas dos veces: una vez, 
con la tangente paralela al eje Ox y la otra, con la tangente paralela al 
eje Oy. 

Ahora: 



En este punto la tangente a la curva es vertical. 



En este punto la tangente a la curva es horizontal. Busquemos la asíntota: 

y i * 3aí 2 (1-f-í 3 ) 



k — lím — = lím 0 ... . _ 
<+—1 — 0 3af (1 -f- 1 3 ) 

3a i 2 


■ 1 , 


, , r 3a í 2 . 3 ai ”1 

6 = lím {y kx) — lim — 

x++oo x-t—1+0 Ll + Í 1 r * J 


X++00 


X+-1+0 

3 at (t- f- 1 ) 


= lím r^a+iL] 

<+—1—0 L 1 + í 3 J 


3a< 

. lim - — ; 5- 

<+-i-o 1 — í-f í 2 


Por consiguiente la recta y = — x — aesla asíntota 
de una rama de la curva para 

x — 


De igual manera hallemos: 

k— lím — — — 1 , 

X+— oo x 

6 == lím {y — kx) — — a. 

X+— oo 

Así, la recta y = — x — a es la asíntota también de la rama de la curva 
para x -+ — oo. 

Terminado el análisis podemos construir la curva (fig. 135). 

Algunos problemas relacionados con el análisis de las curvas serán estudia- 
dos adicionalmente en el capítulo VIII, § 20. «Puntos singulares de una curva». 

Ejercicios para el capítulo V 

Hallar los extremos de las funciones: 1. y—x 2 — 2x4-3. Respuesta: 

y mfn = 2 para s = l. 2. y=-g 2x 2 + 3x+ 1. Respuesta: y m&x = -j P ara * = 1- 

3 . y = ¿3 — 9x 2 -fl5x+3. Respuesta: y m&x = 10 para x = í, y min = — 22 para 
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x = 5. 4. y— — x 4 '-f2x 2 . Respuesta : y máx = 1 para a: = ±l, í/ ra [ n ~0 para 
x = 0. 5. y = x 4 — 8x 2 -f-2. Respuesta: «/ m /¡ x = 2 para x = 0, y mfn == — 14 para 
x = ± 2. 6. y = 3x 5 — 125x 3 -f-2160x. Respuesta: máx para x = — 4yx=3,mín 
para x = — 3 y x=4. 7. y=2— (x — 1) 2/3 - Respuesta: y máx = 2 para x = l. 

1 ^2 3j; _j_ 2 

8. y = 3— 2 (x-f-l) 3 . Respuesta: no hay máx ni mín. 9. y = ’ 

Respuesta: mín para x — ~\f2, máx para x — — ~\/2. 10. y = — — — — . 

Respuesta: máx para x = ^. 11. y = 2e x -¡-e~ x . Respuesta: mín parax — — . 

5 ¿ 

X ( 3T 

12. y — — . Respuesta: y mín = e para x — e. 13. y = cosx-}-senx í — 

O^yJ . Respuesta: y mÁX = *]/2 para x = — . 14. y = sen 2x~x í — ^ 

<x< j . Respuesta: máx para x = ~ , mín para x— — . 15. y = x-j- 

-4-tgx. Respuesta: no hay máx, ni mín. 16. y = e x sen x. Respuesta: mín para 
ji 3 

x — 2kn — — , máx para x = 2/cjx + ^ji. 17. y = x 4 — 2x 2 -j-2. Respuesta: máx 

para x = 0; dos mínimos para x — — 1 y x = l. 18. y = (x — 2) 3 (2x-{-l). Respues- 

1 1 

ta: </ ra ( n ^ — 8,24 para x = -g*. 19. y- =x+— Respuesta : mm para x = l; máx 

para x= — 1. 20. y = x 2 (a— x) 2 . Respuesta: y máx = -jg- para x=^-|-; íhnín^ 0 

a 2 6 2 a 2 

para x = 0 y para x — a. 21. y=-y{- ^-— - . Respuesta: máx para x =- — - ; 

^2 5 3 

mín para x — - . 22. y~x-\-~\/ 1 — x. Respuesta: y máx — para x = — ; 

^mín” 1 P ara x= !• 23. y = xVl-i(í<l)- Respuesta: y máx = -|- 

para x = ~. 24. y = : ■ z - . Respuesta : mín para x=— 1, máx para x = l. 
o Ir 

1 

25. y = xlnx. Respuesta : mín para x = — . 26. y=xln 2 x. Respuesta: máx 
_ 1 

para x — e 2 ; mín para x = l. 27. y = lnx — arctgx. Respuesta: Función va 
creciendo. 28. y = sen3x — 3senx. Respuesta : mín para x=-^-; máx para 
3 jt 

x ~ — — — . 29. y = 2x-j-arctgx. Respuesta : no hay extremos. 30. y = senxcos 2 x. 


Respuesta: mín para x=— ; dos máximos: para x = árceos 


y para 


x = árceos 


_(4/7i4-l) Ji . 


^ — j/"- y) . 31. y = aresen (sen x) Respuesta : máx para 


min para x = 


(4m + 3) ji 


14—2043 
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Hallar los valores máximos y mínimos de las funciones en los segmentos j 
indicados: - i 

32. y= — 33 4 -f6x 2 — 1( — 2<><;2). Respuesta : y máx = 2 para i = ¿ 1, 

^mln^ ” 25 P ara x== ± 2 - i 

j-3 no | 

33. y = -g 2a: 2 + 3i + l ( — 10<i5). Respuesta: y máx para 2 = 5, : 

13 , 1 
^mín 1 ^ 3* P ara x ~ !• 

£ | 

34. y=--^ I p-(0<i<4). Respuesta: y raáx = 3 / 5 para * = 4, y mí n*- — 1 ! 

para x = 0. 35. y = sen ^ <x . Respuesta: y máx = 4y- para 

Jl JT Jt 

x = — 2 • y raln= y* P ara * = ~2 • 

36. Con una hojalata cuadrada de lado a es preciso hacer un cajón abierto 
por arriba que tenga el volumen máximo. Se recortan cuadrados en los ángulos 
de la hojalata y se dobla ésta para formar el cajón. ¿Cuál debe ser la longitud 
del lado de los cuadrados cortados? 

Respuesta: a/6. 

37. Demostrar que de todos los rectángulos que puedan inscribirse 
en un círculo dado el cuadrado tiene el área máxima. Demostrar que el cuadrado 
tendrá también el perímetro máximo. 

38. Demostrar que de todos los triángulos isósceles inscritos en un círculo 
dado un triangulo equilátero tendrá el perímetro máximo. 

39. Hallar un triángulo rectangular del área máxima cuya hipotenusa 
es h. Respuesta: la longitud de cada cateto es igual a h/J^/2. 

40. Hallar la altura de un cilindro recto de volumen máximo inscrito 
en una esfera de radio R. 

Respuesta: la altura es igual a 2R/~[/3. 

41. Hallar la altura de un cilindro recto que tenga la superficie lateral má- 
xima, inscrito en una esfera de radio R. Respuesta: la altura es igual a R ~j/2. 

42. Hallar la altura de un cono recto de volumen mínimo, circunscrito 
alrededor de una esfera de radio R. Respuesta: la altura es igual a 4 R (el 
volumen del cono es igual a dos volúmenes de la esfera). 

43. El interior de un recipiente con el fondo cuadrado y abierto por arriba 
debe revestirse con plomo. Si el volumen del recipiente es igual a 32 lit, ¿cuáles 
deben ser sus dimensiones para que sea mínima la cantidad de plomo? 

Respuesta: la altura es 0,2 m; el lado de la base es 0,4 m (es decir, el lado 
de la base debe ser dos veces mayor que la altura). 

44. Un techador quiere fabricar un canalón abierto de capacidad máxima. 

El fondo y los costados del canalón deben ser de 10 cm de ancho, además los 
costados han de estar igualmente inclinados respecto al fondo. ¿Cuál debe ser 
la anchura del canalón por arriba? 

Respuesta: 20 cm. 

45. Demostrar que un pabellón cónico de capacidad dada requiere una 
cantidad mínima de tela cuando su altura es 2 veces mayor que el radio de la 
base. 

46. Hace falta fabricar un cilindro abierto por arriba, cuyas paredes 
y el fondo tengan un espesor dado. ¿Cuáles deben ser las dimensiones del cilindro 
para que-, dada la capacidad, sea mínima la cantidad de material utilizado? 

Respuesta: Si R es el radio interior de la base y v, el volumen interio r 
del cilindro, entonces: R = \/ vJji. 
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47. Es preciso fabricar una caldera, compuesta de un cilindro y dos fondos 
semiesféricos, con paredes de espesor constante, de modo que con el volumen, 
dado v tenga una superficie exterior mínima. 

Respuesta: la caldera debe tener la forma de una esfera con radio inte- 
rior R, igual a yf 3i>/4it. 

48. Construir un trapecio isósceles que, dada el área S, tenga un perímetro 
mínimo; el ángulo en la ba se del trapecio es a. Respuesta : el largo del lado late- 
ral es igual a ~\/ S /sen a. 

49. Inscribir en una esfera de radio R un prisma triangular regular de 
volumen máximo. 

Respuesta : la altura del prisma es igual a 27?/]/3. 

50. Circunscribir alrededor de una semiesfera de radio R un cono de volu- 
men mínimo; el plano de la base del cono coincide con el de la base de la semies- 
fera; hallar la altura del cono. 

Respuesta : la altura del cono es. igual a R ~\/3. 

51 . Circunscribir alrededor de un cilindro de radio r un cono recto de volu- 
men mínimo; suponiendo que coinciden los planos y los centros de las bases 
circulares del cilindro y del cono. Respuesta : el radio de la base del cono 

es igual a y . 

52. Cortar un segmento de una hoja circular de radio R. Este segmento 
debe ser tal que al enrollarlo se obtenga un embudo de capacidad máxima. 

Respuesta: el ángulo central del segmento es igual a 2n ~\/2/3. 

53. Hallar el cilindro del volumen máximo entre todos los cilindros redon- 
dos inscritos en un cubo dado con arista a de tal modo que sus ejes coincidan con 
la diagonal del cubo y las circunferencias de las bases toquen las caras del 
mismo. Respuesta: la altura del cilindro es igual a a ~j/3/3, el radio de la base 
es igual a a/]/6. 

54. Sea dado un punto (x 0 , yo) que se halla en el primer cuadrante en el sis- 
tema rectangular de coordenadas. Trazar por este punto una recta, de manera 
que forme un triángulo de área mínima con las direcciones positivas de los ejes 
de coordenadas. 

Respuesta: la recta corta en los ejes los segmentos: 2x 0 y 2y 0 , es decir, tiene 

i x . y a 

la ecuación ^ \-¡r~ = 1. 

2x 0 2yo 

55. Sea dado un punto, en el eje de la parábola y 2 = 2px a la distancia 
a del vértice. Hallar la abscisa del punto de la curva más próximo al punto 
dado. 

Respuesta: x — a — • p. 

56. La solidez de una barra de sección rectangular es directamente pro- 
porcional a la anchura y al cubo de altura. Hallar el ancho de la barra de máxima 
solidez que podría ser cortada de un tronco de madera de 16 cm de diámetro. 

Respuesta: la anchura es igual a 8 cm. 

57. Un torpedero se encuentra anclado a 9 km del punto más próximo 
de la' costa. Es preciso enviar un mensajero a un campamento militar situado 
a 15 km del punto de la tierra más próximo al torpedero, contando a lo largo de la 
costa; el mensajero, andando a pie hace 5 km /hora y remando, 4 km/hora. 

¿En qué punto de la costa debe desembarcarse el mensajero para llegar 
al campamento en el tiempo mínimo posible? 

Respuesta: A 3 km del campamento. 

58. Un punto se desplaza por un plano en un medio, dispuesto fuera 
de la línea MN, a la velocidad yj y por la línea MN, con la v 2 . 

¿Que camino debe pasar el punto para desplazarse de la posición A a la B, 
situada en la línea MN, en un tiempo mínimo? La distancia entre el punto 

14 * 
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A y la línea MN es igual a h; la distacia entre la proyección a del punto A sobre 
la línea MN , y el punto B es igual a a. 

Respuesta: Si ACB es el trayecto del punto, tenemos: 
aC _ vi , a B ^ v\ „ a B 

~ÁC~~~ 


— cuando , y aC = aB , cuando 


v z 


v 2 AB v 2 AB 

59. Una carga w se eleva mediante una palanca, siendo F la fuerza aplicadá 
a un extremo de ésta; el punto de apoyo se encuentra en el otro extremo de la mis- 
ma. Si la carga está colgada en el punto que se halla a la distancia a cm del 
de apoyo y cada centímetro lineal de la palanca pesa v gramos ¿cuál debe ser 
la longitud de la palanca para que la fuerza necesaria para elevar la carga sea 
mínima? 

Respuesta: x — ~|/2a wf v cm. 

60. Realizadas n mediciones de una magnitud incógnita x, se han obtenido 
las lecturas: x t , x 2 , . . ., x„. Demostrar que la suma de los cuadrados de los 
errores (x — xj) 2 -f- (x — x 2 ) 2 + . . • .~H X — x n ) a será la mínima, si se toma 
por x el número (x t -j- x 2 -j- . . . x„)/«. 

61. Para disminuir cuanto sea posible la fricción del líquido contra las 
paredes de un canal, el área mojada por el agua debe ser mínima. Demostrar 
que la mejor forma del canal rectangular abierto de área dada de sección trans- 
versal, es aquélla en que el ancho del canal es dos veces mayor que su altura. 

Hallar los puntos de inflexión, los intervalos de convexidad y concavidad 
de las curvas. 

62. y — x 5 . Respuesta: para x<0, la curva es convexa, es cóncava 
para x > 0; hay punto de inflexión para x = 0. 

63. y = 1 — x 2 . Respuesta: La curva es convexa en todos los puntos. 
y = x 3 — 3x 2 — 9x -f- 9. Respuesta: hay punto de inflexión para 


64. 
= 1. 

65. 

66 . 


y = (x — b) 3 . Respuesta: hay punto de inflexión para x = b 
x 4 . Respuesta: la curva es cóncava en todos los puntos. 


67. y = 


y 
y=- 


Respuesta: hay punto de inflexión para x = 


1 


v r ; r ■** y 3 

68. y = tgx. Respuesta: hay punto de inflexión para x = rcji. 

69. y = xe~ x . Respuesta: hay punto de inflexión para x = 2. 

70. y = q-f lT^b. Respuesta: hay punto de inflexión para x = b. 

71. y — a— y (x — 5)2. Respuesta: la curva no tiene el punto de inflexión. 
Hallar las asíntotas de las curvas siguientes: 

1 1 

y — 7 . Respuesta: x = l; y — 0. 73. y — -. — , ■ Respuesta: x = — 2; 

x — 1 (x -j- 

1 

y— 0. 74. y = c- f— — . Respuesta: x~b, y = c. 75. y — e x — 1. 


72. 


x=0; y= 0. 
y —x-\- 2. 78. 


(x — b) 2 
76. y = lnx. 

y3 — a 3 — x 3 . 


Respuesta: x = 0. 77. y 3 = 6x 2 -j-x 3 . 

x 3 

Respuesta: y-{-x = 0. 79. y 2 = ; 


x — 2a. 80. y 2 (x — 2a) = x 3 — a 3 . Respuesta: x=2 a, y 
Analizar las funciones y construir sus gráficas: 

ft/7 3 Y 

81. y — x 4 — 2x -f- 10. 82. y = 0 . 83. y = e . 84 


2a — x 
± (x a). 


4-f-^ 

x 2 ” - 
x 3 

’3 — x 2 


86. y 


x 2 -f-4a 2 
x 4-2 

y = 


y = 


6x 


Respuesta: 

Respuesta: 

Respuesta: 


85. y 


87. y = 


88. y 


x 2 


X 2 — 1 * ~ " a X 3 

. 91. y = f / "x 2 4-2. 92. y=x — f x 3 -f-l. 


1 -j-x 

93. y — 


89. 


1+ xa' 
y 2 =x 3 — x. 90. y 


V\ 


x — 1 

* + l 


94. 


y = xe~ 









Ejercicios para el capítulo V 


95. 

y = x 2 e 3:3 

. 96. y = 

-x 

— ln(x-|-l). 97. 

y 

= ln(x 2 -(-l) 

. 98- 

99. 

y = x + senx. 100. 

y 

= x sen a:. 101. 

y = 

: e - * sen x. 

102. i 

103. 

ln x 

y = . 

f 

104. í 

X 

1 , 105. \ 

X = 

:t !’ 106 * \ 

r *= 


X 

1 

l 

y 

“T** 1 

y = 

í 3 . 1 

l y — 

107. 

( x = ae l 

eos í, 







l y — ae 1 

sen /. 







■sen t), 
-eos t). 


Problemas complementarios 

Hallar las asíntotas de las líneas: 

108. y =- -■ . Respuesta : x= — 1; y = x — 1. 109. y=x-j-e- x . Respuesta: 

y — x. 110. 2y (z-j-l)2 — x 3 . Respuesta : x = — 1; y =~- x — 1. 111. y 3 = a 3 — x 2 . 
Respuesta: x-i-y=0. 112. y = e~ 2x se nx, Respuesta : y = 0. 113. y = e~ x sen2x-f-x. 
Respuesta: y = x. 114. y = xln^e-f- — j . Respuesta: x= — — ; y = x -j — — . 


115. y — xe x . Respuesta : x = 0, y = x. 116. x = ^ es P uesta: 

1 1 _ 

V = H x 

y ~ 2 2 ' 


Estudíense las funciones y constrúyanse sus gráficas: 

117. y = | x J. 118. y = ln | x |. 119. y 2 = x 3 — x. 120. y = (x-f- 1) 2 (x — 2). 121. y = 

= * + M- 122. y = f r x^—x. 123. y=x 2 Vx+1. 124. y = Í lnx. 125. y = 

| = 4 ‘ InI - i26 ' y= 7¿T i - * 27 - « = ih- 128 ‘ » = * + • ,2sr - 

í 


130. y = e — x. 131. y = |sen3x|. 132. y = Se ^ X . 133. y = xarctgx. 134. y = 
s=:a: 2 arctgx. 135. y = e ~ 2 * sen 3x. 136. y = | sen x j 137. y = sen(x 2 ). 

138. y = cos 3 x + sen 3 x. 139. y = — X 1 . 140. y — J 1 . 141. y = 

-sen (-*<*<*). 142. y = eos (- ) 

(— l~< a; < 1 ) • 143. y = (3x -j- [ x | ) — f— i . 144. y=-i [3(x-l)+|x-l |] + 1 

(0<x<2). 





CAPITULO VI 


CURVATURA DE UNA CURVA 


§ i. LONGITUD DEL ARCO Y SU DERIVADA 

Supongamos que un arco de la curva M 0 M (fig. 136) sea la gráfi- 
ca de la función y — f (x), definida en el intervalo (a, b). Determine- 
mos la longitud del arco de la curva. Tomemos en la curva AB los 
puntos M q , M u M 2 > ■ . M-^u M t , ... M n ~ u M. Uniendo 
con rectas los puntos tomados, obtenemos una línea quebrada 



M 0 MiM 2 . . . Mi-iMí . . . M n -iM, inscrita en el arco M 0 M. 
Designemos por P n la longitud de esta línea quebrada. 

El límite (lo indiquemos con s), al cual tiende la longitud de la 
línea quebrada cuando tiende a cero la longitud del segmento más 
grande M-^Mi se llama la longitud del arco M 0 M , si este límite 
existe y no depende de la elección de los puntos en la línea quebrada 
M q MiM 2 . . . . . , M n ^M. Observamos que la definición 

de la longitud del arco de una curva arbitraria es análoga a la de 
longitud de una circunferencia. 

En el capítulo XII demostraremos que, si en el segmento [ a , ól 
la función / ( x ) y su derivada /' ( x ) son continuas el arco de la curva 
y — f (x), comprendido entre los puntos [a\ / (<z)J y [ó; / (b) J, tiene 
una longitud bien determinada. En el mismo capítulo se demostrará 
el modo de calcular esta longitud. También será establecido (como 
corolario) que en las condiciones dadas la razón de la longitud de 
cualquier arco de esta curva a la longitud de la cuerda respectiva 
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tiende a 1, cuando la longitud de cuerda tiende a 0: 

lim i°°g- MqM _ t 
m 0 m -* o long. M q M 

Este teorema puede ser fácilmente comprobado para la circun- 
ferencia*, sin embargo, en el caso general, lo tomaremos ahora sin 
demostración. 

Estudiemos el problema siguiente. Sea y — f (x) la ecuación de 
una curva en un plano. 

Sea M 0 (x q , y 0 ) un punto fijo de la curva, y M ( x , y ), un 
punto desplazable de la misma. Designemos por s la longitud del 
arco M 0 M (fig. 138). 


íHi 


0\ *o x j <+Áx 


Fig. 137 


Fig. 138 


Al variar la abscisa x del punto M varía también la longitud 
s del arco, es decir, s es una función de x. Calculemos la derivada 
s con respecto a x. 

Daremos a iun incremento Ax. Entonces el arco s recibirá un 

incremento Aa; = long. MM t . Sea MMi la cuerda de este arco. Para 
As 

determinar lím -r— , procedamos de la manera siguiente: del triángulo 
Ax-*o Ar 

AMMiQ encontramos: 

WM¡(Ax)* + (Ay)\ 

Multipliquemos y dividamos por As 2 el primer miembro: 




(Az) 2 + (A¡í) 2 . 


*) Consideremos el arco AB , cuyo ángulo central es igual a 2a (fig. 137). 
La longitud de este arco es igual a 2Ra ( R es el radio de la circunferencia) 
y la de su cuerda es igual a 2 R sen a. Por eso: 

,, long. .42? ,, 2Ra 

lim — = = lim — =1. 

a-*-0 long. ^41? a ->0 ^ sen a 




’i-P B r y5f;r-í- í _ r 


Curvatura de una curva 


Dividamos por Ax 2 todos los términos de la igualdad: 


í M MjY ( As y ± (Ay V 

\ As ) \ Ax ) VAx/ 


Encontremos los límites de los miembros primero y segundo cuan- 
do Ax -> 0. Teniendo en cuenta que lím | &y_ _ 

MM^o As A*-0 Ax 

-2 • (£)’-*+ ( 2 )' 


-/<+( 2 :)■• 


Obtenemos la siguiente expresión para la diferencial de un arco: 


v / -+(2)' 


o bien* 


ds = V da; 2 -f- di/ 2 . 


Hemos obtenido la expresión de la diferencial de la longitud 
de un arco cuando la curva se da por la ecuación y — f ( x). Sin 
embargo, la fórmula (2') es válida también cuando la curva se repre- 
senta mediante ecuaciones paramétricas. 

Si las ecuaciones paramétricas de la curva son: 

x = <p (t), y = ^ ( t ), 

entonces: 

dx = <p' ( t ) dt , dy = ( t ) dt, 

y la expresión (2') toma la forma ds — V [y' ( ¿)] 2 -f [t|/ (t)] 2 dt. 


§ 2. CURVATURA 

Uno de los elementos que caracterizan la forma de una curva 
es el grado de su curvatura. Supongamos que existe una curva que 
no se corta y tiene una tangente bien determinada en cada uno de 
sus puntos. Tracemos las tangentes a la curva en dos puntos arbitra- 
rios A y B, y designemos por a el ángulo formado por estas tangentes 


*) Razonando estrictament e, la fórmu la (2') es válida sólo cuando dx > 0. 
Si dx < 0, entonces dx — — ~[/dx 2 + dy 2 . Por eso, en general, se rá más justo 
escribir esta fórmula del modo siguiente: | ds | — ~\/ dx* -f- dy 2 . 
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o (con mayor exactitud), el ángulo de giro de la tangente cuando 
ésta pasa del punto A al punto B (fig. 139). Este ángulo se llama 
ángulo de contingencia del arco AB. De los dos arcos de una misma 
longitud, será el más encorvado el que tiene mayor ángulo de 
contingencia (fig. 139, 140). 

Por otra parte, es evidente que no se puede determinar el grado 
de curvatura de los arcos de diferente longitud considerando sólo 



Fig. 139 Fig. 140 


Fig. 141 


sus ángulos de contingencia. Por consiguiente, la característica 
completa de la curvatura de una curva será la razón del ángulo de 
contingencia a la longitud del arco correspondiente. 

Definición 1. La razón del ángulo de contingencia, correspon- 
diente a respecto a la longitud del arco se llama curvatura media 

K meA del arco AB: K me d = . 

AB 

La curvatura media de diferentes arcos (partes) de una curva 
puede ser diferente. Así, por ejemplo, la curvatura media de los 

arcos AB y A^Bi de la curva expuesta en. la figura 141 es diferente, 
aunque las longitudes de estos arcos son iguales. Mas aún su grado 
de curvatura varía de un punto al otro. Para caracterizar el grado de 
curvatura de la curva dada en la proximidad inmediata del punto A, 
introduzcamos la noción de curvatura de la curva en el punto dado. 

Definición 2. El límite de la curvatura media del arco AB, 
cuando la longitud del mismo tiende a cero (es decir, cuando el 
punto B se aproxima* al punto A) se llama curvatura K A de la curva 
en el punto dado A: 

K A = lím K mei = Mm 

B A AB-+0 Afí 

*) Se supone que el valor del límite no depende de la dirección en que 
se toma en la curva el punto desplazable B respecto al punto A. 
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Curvatura de una curva 

Ejemplo. Para una circunferencia de radio r: 1) determinar la curvatura 

media del arco AB, correspondiente al ángulo central a (fig. 142); 2) deter- 
minar la curvatura en el punto A . 



Solución: 1) Es evidente que el ángulo de contingencia del arco AB es igual 
a a y la longitud del arco es igual a ar. Por tanto: 


o sea 


^med ; 


a 

a r 


^med — ~ • 


2) La curvatura en el punto A es igual a 


üT=lím . 

a -* 0 r 

Así pues, la curvatura media del arco de una circunferencia de radio r 
no depende de la longitud y posición del arco; para todos los arcos es 
1 

igual a “ . La curvatura de la circunferencia en un punto cualquiera tam- 

1 

poco depende de la posición del punto y es igual a — . 

Observación. Notemos que la curvatura de una curva arbitraria 
puede, generalmente, variar de un punto al otro, como lo veremos 
más abajo. 


§ 3. CALCULO DE LA CURVATURA 

Deduzcamos la fórmula para calcular la curvatura de una curva 
en cada uno de sus puntos M ( x , y). Supongamos que la curva está 
dada en el sistema de coordenadas rectangulares por la ecuación: 

V = / {*)> ( 1 ) 

y que la función / ( x ) tiene la segunda derivada continua. 

Tracemos las tangentes a la curva en los puntos M y Mi, cuyas 
abscisas son x y x + &x, respectivamente, y designemos con 
y <p + Aqp los ángulos formados por estas tangentes y el eje Ox 
(fig. 143). 
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Designemos por 5 la longitud del arco M 0 M, calculado a partir 

de un punto dado M 0 . Entonces As = M 0 Mi — M 0 M y |As| = MM^. 

Gomo se ve en la figura 143, el ángulo de contingencia que co- 
rresponde al arco MMi es igual al valor absoluto* de la diferencia 
entre los ángulos <p y <p -j- Atp, es decir, es igual a | Atp | . 



Conforme 
el segmento 


a la definición de la curvatura media de una curva en 
MM U tenemos: 


K 


med 


I A<pl 
I As| 


Atp 

As 


Para determinar la curvatura en el punto M es preciso hallar el 

límite de esta expresión cuando la longitud del arco MMi tiende 
a cero: 


K — lím 

As -* 0 


A<p 

As 


Puesto que <p y s dependen de x (son funciones de x), entonces, 
9 se puede considerar como una función de s y suponer que esta 
función se ha dado por las ecuaciones paramétricas mediante el 
parámetro x. En este caso: 

A® d(p 

lim - — - = 

As-* o As ds 


y, por tanto, 



(2) 


*) Es evidente que para la curva dada en la figura 143 | A<p | = A<p, 
puesto que A<p > 0. 


V t *► ;• .VV.V.Vv •. ■ • • . . -v..'* 


Curvatura de una curva 


Para calcular utilicemos la fórmula de derivación de funciones 
as 

paramétricas: 

dtp 

dtp dx 

ds ds 

dx 

1 

Para expresar la derivada a través de la función y — f (x), 

observemos que tg cp = ^ y, por tanto, 

' dy 

<p=arctg s- 

Derivando la última igualdad con respecto a x tenemos: 

dtp dx 2 

dx . •, (du\ 2 



+ f^V 

T \dx) 


Para la derivada -y- , hemos encontrado en el § 1*, cap. VI, 
dx 


V< + (I)’. 


De donde 


í + f^Y — 

dtp dx \dx) dx 2 

~F7mITRí)T 

J 

y, dado K — -4- , obtenemos en definitiva: 
ds 



d 2 y 
dx 2 



1 -j* 

i dy \ 

\dx) 

2~| 3 / 2 


npsBflK:'''’ 
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Por consiguiente, en cualquier punto de la curva, donde existe 
y es continua la segunda derivada se puede calcular la curvatura, 


utilizando la fórmula (3). Observemos que calculando la curvatura 
de una curva, conviene tomar sólo el valor aritmético (positivo) de 
la raíz en el denominador puesto que, según la definición, la curva- 
tura de una curva no puede ser negativa. 


Ejemplo 1. Determinar la curvatura de la parábola y*~ 2 px: 

a) en un punto arbitrario M (x, y); 

b) en el punto (O, O); 

c) en el punto M 2 , pj ■ 

Solución. Hallar las derivadas primera y segunda de la función 
y=~\/2px: 

dy _ p d 2 y _ p 2 
dx y 2 ' dx 2 (2px) 3/2 

Poniendo las expresiones obtenidas en la fórmula (3), obtenemos: 

P 2 

a) K = Z. 

(2px+p 2 ) 3 / 2 

1 

b) ^X=0. y=Q — ~ ] 

1 "* 

c) K p = l—. 

y=p 2 ~[/2p 

Ejemplo 2. Determinar la curvatura de la recta y = ax + b en un punto 
arbitrario (x, y). 

Solución. 

y' = a , y" = 0 . 

En virtud de la fórmula (3), obtenemos: 

K= 0 . 

Así la recta es una curva de «curvatura cero». El mismo resultado se puede 
sacar inmediatamente de la definición de curvatura. 


§ 4. CALCULO DE LA CURVATURA DE UNA CURVA DADA 
EN FORMA PARAMETRICA 

Sea una curva dada en forma paramétrica: 

x = <p (t), y = ( t ). 

Entonces (§ 24, cap. III): 

dy (t) d 2 y = i|?y — i|np" 
dx (p ' (t) ’ dx z (q> ) 3 
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Curvatura de una curva 


Introduciendo las expresiones obtenidas en la fórmula (3) del 
párrafo antecedente, tenemos: 

It'V — tV'l 


K ~W* + 'V*í , ‘ ' 

Ejemplo: Determinar la curvatura de la cicloide 
x — a (t — sen t), y~a( í — cosí) 
en un punto arbitrario ( x , y). 


( 1 ) 


Solución 

dx , , , d 2 x du 

~dt~ a (1 cos *)• ¿¡¡ = ***«1, -¡f 

Introduciendo las expresiones obtenidas en la fórmula (3), obtenemos: 

„ | a (1— cos t) a cos t— a sen t-a sení | |cosí — II 

A. ~ * ~ — ; 


d 2 u 

asent, -~ = a cos t. 


| a 2 (1 — cos í) 2 -f-a 2 sen 2 1 1 3 ^ 
1 1 


2 3/2 a (1— cosí) 3/a 


2 3/ 2(l_cos 0 Va 4 a 


sen 


2 


§ 5. CALCULO DE LA CURVATURA DE UN CURVA DADA 
EN COORDENADAS POLARES 

Sea la curva dada por la ecuación del tipo 

P = / (°)- 

Escribamos las fórmulas de paso de las coordenadas polares 
a las de Descartes: 

x — p eos 0 
y — p sen 0 

Si en estas fórmulas sustituimos p por su expresión en función 
de 0, es decir, por / (0), obtenemos: 


u 


( 1 ) 


(2) 


X — / (0) cos 0, 1 
9. J 


(3) 


y = / (0) sen 0 

Estas ecuaciones se pueden considerar como ecuaciones para 
métricas de la curva (1), en las cuales 0 sirve de parámetro. 
Entonces: 


dx do 

dé = de cas9 — psen 6 ’ 

d 2 x d z p 
— - = — -eos 0 — 
dQ 2 dQ 2 


dy dú 

5 é = d 9 sen0 + pcose ' 

2^ sen 0 — peos 0, 
a0 


d 2 y d 2 p n . n dp 
— r = — K, sen 0 + 2-^ cos 0 
dQ 2 dQ 2 dQ 


p sen 0. 
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Introduciendo las últimas expresiones en la fórmula (1) del párra- 
fo anterior, obtenemos la fórmula para calcular la curvatura de 
una curva en coordenadas polares: 


• |p a +2p a -pp~| 

(p 2 + pT* 


( 4 ) 


Ejemplo. Determinar la curvatura de la espiral de Arquímedes 

p = a0(a>O) 


en un punto arbitrario (fíg. 144). 



Fig. 144 


Solución. 


Por tanto, 



d 2 p 

d0 2 



| a 2 6 2 -f- 2a 2 1 1 9 2 4-2 

(a 2 6 2 -f- a 2 ) 3/2 a (0 2 -f-l) 3/a ‘ 

Observemos que para valores grandes de 0 se cumplen las ecuaciones apro- 
ximadas: 


0 2 +2 _ . 0 a + 1 , 

02 ~ , 0 a 


Por eso, sustituyendo en la fórmula antecedente, 0 a + 2 por 0 2 , y 0 a -f 1 por 
0 a , obtenemos la fórmula aproximada (para valores grandes de 0): 

1 O 2 1 

^ a (02) 3 /2 aO 


De este modo, la espiral de Arquímedes para valores grandes de 0, tiene apro- 
ximadamente la misma curvatura que una circunferencia de radio c0. 



r?i‘íX':<v 



i." 
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Curvatura de una curva 


§ 6. RADIO Y CIRCULO DE CURVATURA. 
CENTRO DE CURVATURA. EVOLUTA Y EVOLVENTE 


Definición. La magnitud i?, recíproca a la curvatura K de una 
•curva en un punto dado M , se denomina radio de curvatura de la 
curva en este punto de que se trata: 


o sea, 



(1) 

( 2 ) 


Tracemos por el punto M de la curva (fig. 145) la normal di- 
rigida hacia la concavidad de aquella y marquemos en esta normal 
un segmento MC igual al radio R de curvatura de la curva en el 
punto M. 




i 


i 


El punto C se llama centro de curvatura de esta curva en el punto 
M\ el círculo de radio R y centro en el punto C (que pasa por el 
punto M), se denomina círculo de curvatura de la curva dada en el 
punto M. 

De la definición de círculo de curvatura se deduce que en el pun- 
to dado la curvatura de la curva es igual a la del círculo de curvatura. 

Obtengamos las fórmulas que determinan las coordenadas del 
centro de curvatura. 

Sea una curva dada por la ecuación 

y = / (*)> ( 3 ) 

fijemos en la curva un punto M ( x , y) y determinemos las coordena- 
das a y P del centro de curvatura correspondiente al punto elegido 
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(fig. 146). Escribamos la ecuación de la normal a la curva en el 
punto M: 


Y -y=~^ 7 {X~x). 

y 


( 4 ). 


(Aquí, X e Y son coordenadas corrientes de un punto de la. normal). 

Puesto que el punto C (a, P) está situado en la normal, sus coor- 
denadas deben satisfacer la ecuación (4): 


P~í/ = 


y 


(a — x). 


( 5 ) 


Luego, la distancia entre el punto C (a, P) y el M ( x , y) es igual 
al radio R de curvatura: 

(a - xf + (p - y) 2 = R\ (6) 

Resolviendo juntamente las ecuaciones (5) y (6), hallamos a y p¡ 

(a — xf + ~ (a — xf = i? 2 , 


y 

(a — x) 2 — 


y D 2. 
i + y 




de donde: a = x ± 

(1 + y' 2 Y'* 


y 


==R* P = + 


R = 


Vi + y' 2 

tenemos: a = xáz 


Vi +y 
y'(+y' 2 ) 


= R, y, dado que: 




\y i i y i ' * ~ ir. 

Para decidir qué signos (superiores o inferiores) debemos tomar 
en las últimas fórmulas, conviene examinar el caso: y" > 0 y y" < 0. 
Si y" >> 0, la curva es cóncava en este punto y, por tanto, P >» y 
(fig. 146), por consiguiente, debemos tomar los signos inferiores. 
Tomando en cuenta que en este caso | y" | = y", las fórmulas de las 
coordenadas del centro de curvatura serán: 


a — x 


P =y + 


y(l + y' 2 ) 

y" 

í + i/' 2 


y 


( 7 ) 


Dé modo análogo se puede demostrar que las fórmulas (7) se 
verifican también en el caso de y" <C 0. 


15—601 
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Curvatura de una curva 


Si la curva está dada por ecuaciones paramétricas 
x = <p (t), y = (t), 


las coordenadas del centro de curvatura se obtienen con facilidad 
de las fórmulas (7), sustituyendo en éstas y ' e y" por sus expresiones 
en función del parámetro: 

y \ . _ Aví — Ay I 

y — , i y 


Entonces, 



P = y + 


y'(x' 2 + y' 2 ) 
xy" — xy 
x (x 2 + y' 2 ) 
xy" — x'y 



( 7 ') 


Ejemplo 1. Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la parábola 

y 2 = 2px 

a) en un punto arbitrario M ( x , y); b) en el punto M 0 (0, 0); c) en el 
punto (y , p) • 


du 

Solución. Introduciendo los valores de y en las fórmulas (7), 


tenemos (fig. 147): 
a) a=3x-j-P» 


( 2 ®) 


3/2 


Vp 


b) para x = 0 encontramos: a—p, p = 0; 


c) para 


tenemos: 




Si la curvatura en el punto M x ( x , y) no es igual a cero, al punto 
mencionado le corresponde un centro de curvatura bien determinado: 
C i (a, |3). El conjunto de todos los centros de curvatura de la curva 
dada forma una curva nueva, llamada evoluta de la curva estudiada. 

De este modo, el lugar geométrico de los centros de curvatura se 
llama evoluta de la curva. La curva estudiada, con relación a su evolu- 
ta, se llama' evolvente o involuta (o desarrolló). 

Si la curva dada está representada por la ecuación y = f (x), 
entonces las ecuaciones (7) se pueden considerar como ecuaciones 
paramétricas de la evoluta con el parámetro x. Eliminando en las 
ecuaciones dadas el parámetro x (si es posible), obtenemos la expre- 
sión de la dependencia directa entre las coordenadas corrientes 
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a y p de la evoluta.. Si la curva está representada por las ecuaciones 
para métricas a; = <p (t),y = (í), las ecuaciones (7') serán ecuaciones 




Fig. 147 


Fig. 148 


paramétricas de la evoluta (puesto que los valores x , y, x y', x n , y " 
son funciones de t). 

Ejemplo 2. Hallar la ecuación de la evoluta de la parábola 

y 2 — 2px. 

Solución. Utilizando los resultados del ejemplo 1, tenemos pata cada punto 
(x, y) de la parábola: 

a = 3x-f-p, 

. (2 *) 3/ « 

Vp 

Eliminando en estas ecuaciones el parámetro x, obtenemos: 

Esta es la ecuación de la parábola semicúbica (fig. 148). 

Ejemplo 3. Hallar la ecuación de la evoluta de una elipse dada por las 
ecuaciones paramétricas 

x = a cosí, y — bsent. 

Solución. Calculamos las derivadas de x e y con respecto a t : 
x’ — — a sen í, y' = 6 cosí; 
x" — — a cosí, y" = — b sen í. 

Poniendo las expresiones de las derivadas en las fórmulas (7') tenemos: 
b eos í (a 2 sen 2 í -J- b 2 eos 2 í) 


a — a eos í ■ 


ab sen 2 t-\~ab eos 2 í 
b 2 


( b¿ \ 

a eos 3 í. 

a / 


15 * 


i 


y.:- ? * ’tr -;~jnr r ijijr i M,«.*H»i iil i 
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" Así, pues, 

a= {j a ~ ~ j cosS t - 

De modo análogo: 

P=^6 — sen 3 í. 

Eliminando el parámetro í, obtenemos la ecuación de la evoluta de la 
elipse: 

/ a ^ a /3 , ( P ^ a /3 (a 2 — b 2 \ 2 / 3 

(~b~) +UJ ) ■ 

Aquí, a y P son coordenadas corrientes de la evoluta (fig. 149). 



Ejemplo 4. Hallar las ecuaciones paramétricas de la evoluta de una ci- 
cloide: 

x = a ( t — sen í), 
y —a ( 1 — eos t). 

Solución. 

x’ — a (1 — eos í); y' — asen t; 
x" — asent\ y" = — a cosí. 

Introduciendo las expresiones obtenidas en la fórmula (7') tenemos 

a = a (í-j-sen í), 

P = — a (1 — eos í). 

Transformemos las variables, haciendo: 

a — | — na, 

P = rj— 2a, 


t — T — tt. 






•■* JC¿ t v 
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Las ecuaciones de la evoluta tomarán la forma: 

| = c(t — sen x), 
t) = a (1 — eos x). 

Estas últimas determinan en las coordenadas £, r\ una cicloide generada 
por el mismo círculo de radio a. De este modo, la evoluta de una cicloide es lamis- 
ma cicloide, pero desplazada en —na por el eje Ox y en —2a, por el eje Oy 
(fig. 150). 



§ 7. PROPIEDADES DE LA EVOLUTA 

Teorema 1. La normal a la curva dada es tangente a su evoluta. 
Demostración. El coeficiente angular de la tangente a la evoluta, 
determinada por las ecuaciones paramétricas (7') del párrafo ante- 
cedente, es igual a: 

dJJ 

dx 

da da 
dx 

Notemos que [en virtud de las mismas ecuaciones (7')3 

da _ 3y" z y 2 — y y" — y 3 y" _ w .,3. yy" — y" — y z y" /(1 , 

, "2 y . „ 2 ’ i 1 ' 

dx y y 

d$ Sy"y — y" — y z y" , ov 

dx y"* ’ ( ] 

de donde obtenemos la correlación: 

d$ 1 

da y 

Pero y' es el coeficiente angular de la tangente a la curva en el 
punto correspondiente; por tanto, de la correlación obtenida se 
deduce que la tangente a la curva es perpendicular a la tangente 
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a la evoluta de esta curva en el punto correspondiente, es decir, la 
normal a la curva es tangente a la evoluta de esta curva. 

Teorema 2. Si el radio de curvatura varía uniformemente sobre 
cierto segmento MiM 2 de la curva (es decir , sólo crece o sólo decrece), 
el incremento de la longitud del arco de la evoluta en este segmento 
déla curva es igual (en valor absoluto) al incremento correspondiente 
del radio de curvatura de esta curva. 

Demostración. En virtud de la fórmula (2') § 1 cap. VI, tenemos: 


ds 1 = da 2 + <¿|3 2 , 


aquí se tiene: (-g-)'= (£)*+ t& 


(A)--„ + „-( W-r-,V )' 

Hallemos ahora • Puesto que 


2 \ 3 / 2 


R 


(i + r y 

y 


se tiene R 2 = ^ ^ . 

y " 2 


y £ 

Elevando al cuadrado: 


Comparando las ecuaciones (3) y (4): 


donde, ds es la diferencial de la longitud del arco de la evoluta; de 
ds ^ 2 _ / <a?cc \ 2 /'^P'v 2 

l dx / \ dx) 

Introduciendo en esta ecuación las expresiones (1) y (2), tenemos: 


(3) 


Derivando ambos miembros de esta igualdad con respecto 

aiy realizando las transformaciones correspondientes, obtenemos: 

on dR 2(í+y'*)*(3y'y"*- ¡ T-y , *-y m ) 

^ (j/'y* * Dividiendo cnnbos 

2 (i. 4 - 7 /' 2 \ 3/.2 r ] /? 

miembros de la igualdad por 2 R = v ■ „ — - — , obtenemos: — 

y dx 

_ (i+y' 2 ) 1/ H3yY 2 ~y'"-y' 2 y'") 


(4) 


MLV-1 

f ds y 

V dx / ' 

\ dx ) 
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de donde 


dR 

dx 


= =F 


ds 

dx 


dR 


Según la hipótesis, -^11 no cambia de signo (R sólo crece, o decre- 
cía: 

ce), por consiguiente, ^ conserva su signo. Tomemos (para mayor 
dx 


precisión del razonamiento): 


-j— 0, ^ 0 (lo que corresponde 

dx dx 


dR 


ds 


a la fig. 151). Pot consiguiente, 


. Sean Xi y x 2 las abscisas 


de los puntos Mi y M 2 . Apliquemos el teorema de Gauchy para las 
funciones s (x) y R (x) en el segmento [xi, x 2 J: 


s(x 2 )—s(x Q __ \dxj — - 

R(x 2 )-R(xi) (dR \ 

V dx Jx=t 

donde, | es un número comprendido entre xi y x 2 {xi <C | << x 2 ). 
Introduzcamos las siguientes designaciones (fig. 151): 

s ( x 2 ) = s 2 , s (xi) — s it R (x 2 ) — i? 2 , R (xi) = R t . 

Entonces, — ~ = — 1, ós 2 — Si~ — (R 2 — ^i)- Esto signi- 
ti 2 — Ri 

fica que 

I s 2 — s i I — I R 2 — R± !• 

De la misma manera se demuestra esta ecuación cuando el radio 
de curvatura crece. 

Hemos demostrado los teoremas 1 y 2 para el caso de la curva 
dada por una ecuación explícita y ~ f (x). Estos teoremas son válidos 
también cuando la curva está dada por ecuaciones paramétricas. 
Su demostración es absolutamente análoga. 

Observación. Mostremos un procedimiento mecánico elemental 
para construir la curva (evolvente) siguiendo su evoluta. 

Sea una regla flexible encorvada en forma de la evoluta C 0 C 5 
(fig. 152). Imaginemos un hilo inextensible que contornea esta regla 
y uno de los extremos del hilo está fijado en el punto C 0 . Si desen- 
rollamos este hilo, manteniéndolo siempre bien tenso, su otro 
extremo describirá una curva M 5 M Q , que será la evolvente. 
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§ 8. CALCULO APROXIMADO DE LAS RAICES REALES 
DE UNA ECUACION 

Los métodos del análisis de la variación de funciones permiten 
calcular los valores aproximados de las raíces de la ecuación 

/ (*) = 0 , 


Si ésta es una ecuación algebraica*) de primero, segundo, tercero 
o cuarto grado, existen también las fórmulas que permiten expresar 
las raíces de la ecuación en función de sus coeficientes, mediante 
un número finito de operaciones de adición, sustracción, multi- 
plicación, división y extracción de raíces. Para las ecuaciones de 
grado superior al cuarto las fórmulas de tal índole, en caso general, 
no existen. Si los coeficientes de cualquier ecuación, algebraica 
o no, (trascendente), son numéricos, sus raíces pueden ser aproxi- 
madamente calculadas con cualquier grado de precisión. Observemos 
que, incluso cuando las raíces de la ecuación algebraica se expresan 
mediante radicales, en la práctica, es a veces más conveniente aplicar 
métodos aproximados para resolver las ecuaciones. He aquí algunos 
métodos del cálculo aproximado de las raíces de una ecuación. 

1. Método de las cuerdas. Sea dada la ecuación 


f 

I 


/ {x) = 0, 


(1) 


donde / ( x ) es una función continua, derivada dos veces en el segmen- 
to [<z, ó]. Supongamos que analizando la función y =~*f {x) dentro 
del segmento [a, ó] definimos otro segmento [xi, x 2 ] dentro del 
cual la función es monótona (creciente o decreciente) y en los extre- 
mos los valores / (xt) y / (x 2 ) tienen signos contrarios. Para expresarse 
con más precisión supongamos que / (xi) < 0, / (x 2 ) > 0 (fig. 154). 
Puesto que la función y — f {x) es continua en el segmento [x^ x 2 \,~ 
su gráfica cortará el eje Ox en un punto, situado entre Xí y x 2 . 

Tracemos la cuerda AB que une los extremos de la curva y = f (x), 
correspondientes a las abscisas x t y x 2 . Entonces, la abscisa ai del 
punto de intersección de la cuerda con el eje Ox será el valor aproxi- 
mado de la raíz (fig. 155). 

Para obtener este valor aproximado, escribamos la ecuación 
de la recta AB , que pasa por los puntos dados A [x u f (a^)] 

y B [x 2 , f (;r 2 )] : = — — — . Puesto que y = 0 para x = 

f(x 2 ) — f(x l) X 2 X\ 

por tanto: 


—7 (*i) = «i — 

/ (^2) — / (*i) ^2 — x t ’ 



*) La ecuación / (x) — 0 se llama algebraica , si / (x) es un polinomio 
(véase § 6, cap. VII). 
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de donde 


(x 2 — x¿f(x t ) 

/teO — /fo) 


(2) 


Para determinar el valor más exacto de la raíz hallamos / (ai). 
•Si / (ai) < 0, repitimos el mismo procedimiento, aplicando la 
fórmula (2) al segmento [a 4 , x 2 ]. Si / (a 4 ) > 0, aplicamos la fórmula 



mencionada para el segmento [xí, aj. Utilizando este procedimiento 
unas cuantas veces, obtenemos, evidentemente- los valores cada vez 
más precisos de la raíz a 2 , a 3 , etc. 

Ejemplo 1. Hallar los valores aproximados de las raíces de la ecuación 
f(x)=x s — 6a: + 2 = 0. 

Solución. Hallemos ante todo los segmentos en que la función f (x) es monó- 
tona. El resultado del cálculo de la derivada 

f' (x) = 3x2—6, 

muestra que ésta es positiva para x <; — V2, negativa para — ~[/2 <. x < 
< + V 2, y de nuevo positiva para x > ~[/2 (fig. 156). Así, la función tiene 
tres segmentos de monotonía dentro de cada uno de los cuales se halla una raíz. 
Para simplificar los cálculos ulteriores, haremos más estrechos estos segmentos 
de monotonía, pero de modo que en cada segmento siga permaneciendo la raíz 
correspondiente. Para esto, variando al azar los valores de x en la expresión 
de / ( x ), encontremos dentro de cada segmento de monotonía otros más peque- 
ños, en cuyos extremos la función tenga signos contrarios: 


*i = 0, H 0) = 2, 

x 2 = l, / (1) = — 3, / 
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*3= —3, 

24= — 2, 
2 5 = 2 , 

26 = 3, 


f ( — 3) = — 7, ^ 
/(- 2) = 6, / 
f (2) = — 2, ^ 
/ (3) = 11 • / 


De este modo, las raíces se encuentran en los intervalos: 

(0; 1), (-3; -2), (2; 3). 

Determinemos el valor aproximado de la raíz en el intervalo (0; 1); 
según la fórmula (2) tenemos: 

n (1-0)2 2 n \y 

ai-° — 3 — 2 5 °’ 4 ’ " 12 

Puesto que /(0,4)=0,4 3 — 6-0, 4 + 2= — 0,336, ^ 

/(0) =2, la raíz se encuentra comprendida entre 0 
y 0,4. Aplicando de nuevo la fórmula (2) para el 9 

intervalo, obtenemos el siguiente valor aproximado: ;■<? 


De modo análogo se hallan los valores aproxima- / \ l 

dos de las raíces en otros intervalos. / V * J 

2. Método de tangentes (Método de New- / F / 
ton). Supongamos de nuevo que / (a^) <C 0, I / 

f (^2) >0, y que en el segmento [a+ x 2 ] la +7+^ — 

primera derivada no cambia de signo. En este II y 2 ! 2 x 

caso, en el intervalo (x lf x 2 ) se halla una || -A / 
raíz de la ecuación f (x) = 0. Supongamos, I 
además, que la segunda derivada tampoco | 3 

cambia de signo en el segmento [x\, x 2 ], lo 1 -- 5 y~ x ~6x+2 

que puede lograrse, reduciendo el intervalo que I -5 

contiene la raíz. El hecho de que la segunda * — j-7 

derivada no cambia el signo en el segmento F . 156 

[x 1, x 2 ] significa que la curva es sólo convexa * " 

o cóncava en este segmento. 

Tracemos una tangente a la curva en el punto B (fig. 157). 
La abscisa del punto de intersección de la tangente con el eje Ox 
será el valor aproximado de la raíz buscada. Para encontrar esta 
abscisa, escribamos la ecuación de la tangente en el punto B : 
y — / (*2) = f <+2) (2 — x 2 ). 

Notamos que, si y = 0, x — «+ obtenemos: 


^y=x 3 -6x+2 


Fig. 156 


di — X-z — 


Tracemos luego una tangente en el punto Bi y de modo análogo 
obtengamos un valor más preciso de la raíz a 2 . Repitiendo este pro- 



-r t -• -.y--- .1 , v . ‘.'-v V£ 
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cedimiento unas cuantas veces, podemos calcular el valor aproximado 
de la raíz con cualquier grado de precisión que se desee. 

Observemos la circunstancia siguiente. Si trazáramos la tangente 
a la curva no en el punto B, sino en el A, podría resultar que el 
punto de intersección de la tangente con el eje Ox se encontrara 



Ftg. 157 


fuera del intervalo (xi, x 2 ). Se ve claramente en las figuras 157 
y 158 que la tangente debe trazarse en aquel extremo del arco donde 
coinciden los signos de la función y de su segunda derivada. Según 
la hipótesis, la segunda derivada conserva su signo en el segmento 




A 

- 

-4 

L Y 




x¿ *x 





Fig. 158 


Fig. 159 


Ui, • Por consiguiente los signos de la función y de la segunda 
derivada coinciden obligatoriamente en uno de los extremos. Esta 
regla es también válida para el caso en que f (x) < 0. Si la tangente 
se traza por el extremo izquierdo del intervalo, es preciso sustituir 
x 2 por x x en la fórmula (3): 


d\ X j 


Si en el interior. del intervalo {x u x 2 ) se encuentra un punto de 
inflexión C, el método de tangentes puede dar un valor aproximado 
de la raíz, situado fuera del intervalo (^ 1? x 2 ) (fig. 159). 
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Ejemplo 2. Apliquemos la fórmula (3) para calcular la raíz de la ecuación 
f (x) = x 3 — 6x + 2 = 0, comprendida en el intervalo (0; 1). Tenemos: 

i (0) = 2, r (0) = (3x2-6) 1 x=0 = -6. 

Por eso, según la fórmula (3) obtenemos: 

«i = 0 — = 0,333. 

3. Método combinado (fig. 160). Si en el segmento [x\, x 2 ] 
aplicamos simultáneamente los métodos de las cuerdas y de las 
tangentes, obtenemos dos puntos ^ y situados a ambos lados de la 
raíz buscada a (puesto que f (a¡) y / (ái) tienen signos contrarios). 



Luego aplicamos los métodos de cuerdas y de tangentes en el seg- 
mento [a t , ái\. Como resultado obtenemos dos números, a 2 , Y 
aún más próximos al valor de la raíz. Procedemos de esta manera 
hasta que la diferencia entre los valores aproximados hallados sea 
menor que el grado necesario de precisión. 

Notemos que aplicando el método combinado, nos aproximamos 
a la raíz buscada por los dos lados a la vez (es decir, encontramos 
simultáneamente tanto el valor aproximado por exceso, como por 
defecto). 

Para ilustrar esta deducción en el ejemplo 2 podemos convencernos, median- 
te la sustitución, que / (0,333) > 0, / (0,342) <C 0. Por consiguiente, el valor 
de la raíz está comprendido entre los valores aproximados: 
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Ejercicios para el capítulo VI 

Hallar la curvatura de las curvas en los puntos indicados: 1. & 2 x 2 -f- 
+ a 2 y 2 = a 2 b 2 en los puntos (0, b) y (a, 0). Respuesta : en el punto (0, 6); 

en el punto (a, 0). 2. xy — 12 en el punto (3, 4). Respuesta: 24/125 

6xi ■ 

3. y — x 3 en el punto (xj, pj). Respuesta: 4 3 / 2 • 16p 2 = 4x 4 — a: 6 en 

(l + 9x x ) ' 

_ 2 _ _ 2 _ _ 2 _ 

el punto (2,0). Respuesta: -y . 5. x 3 -j~í/ 3 =« 3 en el punto arbitrario. 
J_ 

Respuesta: 1/3 (axp) 3 . 

Hallar el radio de curvatura de las curvas en los puntos indicados; 
trazar cada curva y construir el círculo de curvatura correspondiente. 
6. y 2 — x 3 en el punto (4, 8). Respuesta: fl = 80 "l/l0/3 . 7. x 2 = 4ay en el punto 
(0, 0). Respuesta: R—2a. 8. 6 2 x 2 — a 2 y 2 — a 2 b 2 en el punto (x lt y i ). Respuesta: 

(£> 4 x. -4- a 4 Pi) 3//3 / — 

R = . 9. p = lnx en el punto (1, 0). Respuesta: R = 2~]/2. 

x~a eos 3 t j para 


10. p = senx en el punto (jt/2, 1). Respuesta: R = 1. 11 
Respuesta: R ~3a sen t^ eos t\. 


y = a sen 3 
x = 3t 2 i 


t 1 para 
tf t=ti. 

para t — 1 . 


Hallar el radio de curvatura de las curvas: 12. ) 

y — 3t — t 3 J 

Respuesta: R— 6. 13. La circunferencia p = asenO. Respuesta: R = a¡2. 

(p2_L^2)3/2 

14. La espiral de Arquímedes p = a0. Respuesta: i?= ■ 2 _[_2a 2 — * La car ' 

2 

dioide p = a (1 — cosO). Respuesta: R=-¿¡-~\/2ap. 16. La lemniscata p 2 = 

i7 Tfl 

3p 


a 2 0 

a 2 eos 20. Respuesta: R=-^- . 17. La parábola p = a se 2 — . itespuesía: iL 

3 0 

Respuesta: R — -^-a sen 2 . 


= 2asc 3 18. p = asen 3 -^ 


Hallar los puntos de las curvas en los que_el radio de curvatura tenga 
un valor mínimo: 19. p = lnx. Respuesta: — » — 2^ n ^) ' ^0. y — e x . 

Respuesta: í —j ln 2, ■ 21. V*" + VF = V fl * Respuesta: (-|- , |) . 

22. p = a ln ^1 — . Respuesta: En el punto (0, 0) i? = a/2. 

Hallar las coordenadas del centro de curvatura (a, P) y las ecuaciones 
de la evoluta para cada una de las curvas siguientes: 


23. 


a 2 b 2 
2 2 


■ = 1. Respuesta: a — 


(a 2 -{- b 2 ) x 3 . (a 2 + b 2 ) y 3 


a 4 

_L JL 

3 „ 3 . 




24. x 3 + 


_2 

3 „ 3 


+ y 3 = a 3 . Respuesta: a = x + 3 x 3 y 3 ; p = ¡/ + 3x J y á . 25. y 3 = a 2 x. Res- 

D u -~ta‘ a — ' ,y4 • fi — 2fi. | x ~3í, Respuesta: a— — £ 3 : 

puesía. a— * P 2a 4 \p = í 2 — 6. ^ 3 
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O f x — k ln cotg-77-— A: eos t, — 

P = 3í 2 — 27. j ¿ Respuesta: y — — (e h -\-e k ) 

^ \ y = k sen t. 

(tractriz). 

í x = a (eos 1 4 - 1 sen t) _ f£ = acos 3 í, 

28. \ , . . .v , Respuesta". a = a eos í; p = a sen t. 29. \ ,, 

(y = a(sení — ¿cosí)’ r ^y=asen 3 í. 

Respuesta: a— a eos 3 í-f-3a eos í sen 2 t\ P = a sen 3 t -f-3a eos 2 t sen t. 30. Calcular 
las raíces de la ecuación x 3 — 4x-f-2==0 con la precisión de hasta 0,001. 
Respuesta: ££ = 1,675, x 2 = 0,539, £3= — 2,214. 31. Calcular el valor aproxi- 
mado de la raíz de la ecuación /(£) = £ 5 — x — 0,2 = 0 comprendida en el inter- 
valo (1; 1,1). Respuesta: 1,045. 32. Calcular las raíces de la ecuación £ 4 -{-2£ 2 — 
— 6£-}-2 = 0, con precisión de hasta 0,01. Respuesta: 0,38 < £1 < 0,39; 
1,24<£ 2 < í>25. 33. Calcular el valor aproximado de la ecuación £ 3 — 5 = 0. 

— l±iV3 , 

Respuesta : £ t ^;l,71, £ 2 ,3 = 1»71 2 • 34. Hallar el valor aproximado 

3jx 

de la raíz de la ecuación x — tg£ = 0 comprendida entre 0 y . Respuesta: 

4,4935. 35. Hallar la raíz aproximada de la ecuación sen£ = l — x con pre- 
cisión de 0,001. 

Indicación: Redúzcase la ecuación a la forma /(£)=0. Respuesta : 0,5110< 
<£<0,5111. 


Problemas 

36. Demostrar que la curvatura en cada punto de la lemniscata p 2 = 
= a 2 cos 2q> es proporcional al radio vector de este punto. 

37. Hallar el valor máximo del radio de curvatura de^la curva p = 

= a sen 3 . Respuesta: R — • 

38. Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la curva y = £ln£ 
en el punto, en que y' — 0. Respuesta: (e~ i , 0). 

39. Comprobar que para los puntos de la espiral de Arquímedes p = acp 
el valor de la diferencia entre el radio vector y el radio de curvatura 
tiende a 0, cuando cp -> 00. 

40. Hallar la parábola y = ax 2 < bx -j- c que tiene en el punto ^ ~~ , 1 } 
una tangente y curvatura comunes con la sinusoide y = senx. Construir 

% 2 TCX 

la gráfica. Respuesta: y= — ~| — ~ — [-1 =- . 

41. La función y = f(x) está definida del modo siguiente: 

f(x) = x 3 en el intervalo — 00 < x < 1 
/ (£) = a£ 2 -f- bx -f- c en el intervalo 1 <£<-}-óo. 

¿Cuáles deben ser a, b, c para que la línea y~j{x) tenga ia curvatura 
continua en todos los puntos? Construir la gráfica. Respuesta : a — 3, á = — 3, 
c = 1. 

42. Demostrar que el radio de curvatura de una cicloide en cuales- 
quiera de sus puntos es dos veces mayor que la normal en el mismo punto. 

43. Escribir la ecuación de la circunferencia de curvatura de la pará- 

✓ 7 \2 125 

bola y = £ 2 en el punto (1, 1). Respuesta: (£ -j- 4) 2 -f- í y — ^-J . 


?r. -y-./. ;- v . ■.V-r;':'' ■-? ; . " 


vm*j&y¡c(£ 
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Curvatura de una curva 


44. Escribir la ecuación de la circunferencia de Curvatura de la curva 
y = tgx en el punto ^ ; l) . Respuesta: ^x — H 4 ~ j + ( ií. — ^-) = -^ • 

45. Hallar la longitud total de la evoluta de una elipse cuyos semiejes 
son iguales a a y fe. Respuesta : 4 (a 3 — fe 3 )/afe. 

46. Hallar los valores aproximados de las raíces de la ecuación xe x = 2, 
con precisión de hasta 0,01. Respuesta: La ecuación tiene la única raíz real: 
X?ü0,84. 

47. Hallar los valores aproximados de las raíces de la ecuación xlnx = 
= 0,8 con precisión de hasta 0,01. Respuesta: La ecuación tiene la única raíz 
real: xas 1,64. 

48. Hallar los valores aproximados de las raíces de la ecuación 
x 2 arctgx = l con precisión de hasta 0,001. Respuesta: La ecuación tiene la 
única raíz real: x ^ 1,096. 



CAPITULO VII 


NUMEROS COMPLEJOS. POLINOMIOS 


§ 1. NUMEROS COMPLEJOS. GENERALIDADES 

Se llama número complejo a toda expresión de la forma 

a + bi, (1) 

donde, a y b son números reales; i es la unidad llamada imaginaria , 
definida por las ecuaciones: 

i = V— 1 ó ¿ 2 = — 1; (2) 

a es la parte real y bi, parte imaginaria del número complejo. Dos 
números complejos a + bi ya — bi que se diferencianjsólo por el 
signo de su parte imaginaria se llaman conjugados. 

Si a = 0, el número 0 + bi = bi, es un número puramente 
imaginario', si b = 0, se obtiene un número real a -f- 0-¿ = a. 

Aceptemos dos concepciones fundamentales: 

" 1) dos números complejos, a t + b¿ y a 2 + b 2 i se consideran 

iguales, si: 

a i — bi — b 2 

es decir, si son iguales sus partes reales e imaginarias por separado; 
2) un número complejo es igual a cero: 

a + bi = 0, 


siempre que a — 0 , 6 = 0. 

1. Representación geométrica de los números complejos. Todo 
número complejo a + bi puede ser representado sobre el plano Oxy 
mediante un punto A (a, b), de coordenadas a y b (fig. 161). Recí- 
procamente, todo punto M (a, b) del plano Oxy puede considerarse 
como la imagen geométrica del número complejo a + bi. 

Pero, si a todo punto A (a, b) corresponde algún número 
complejo a + bi, se puede decir, en particular, que a todo punto del 
eje Ox le corresponde un número real (6 = 0). Todo punto del eje Oy 


16-601 
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representa un número puramente imaginario, puesto que en este caso \ 
a = 0. Por eso, representando los números complejos sobre un plano, j 
el eje Oy se llama eje imaginario y el Ox, eje real. j 

Uniendo el punto A (a, b) con el origen de coordenadas, obtene- h 
mos el vector O A. En algunos casos es muy conveniente considerar j 
el vector OA como la representación geométrica del número complejo I 
a + bi. 

2. Forma trigonométrica de los números complejos. Designemos 
por 9 y r (r ^ 0) las coordenadas polares del punto A (a, ó), j 



Fig. 161 


tomando por polo el origen de coordenadas y por eje polar, la direc- 
ción positiva del eje Ox. En este caso (fig. 161), tenemos las expresio- 
nes siguientes: 

a = r eos q>, b — r sen (p 

y, por tanto, el número complejo puede ser representado en la forma: 

a + bi = r (eos <p -f- i sen 9 ) . (3) 

La expresión representada por el segundo miembro se llama 
forma trigonométrica del número complejo a + bi. Las magnitudes 
r y 9 se expresan en función de a y ó mediante las fórmulas: 

r = VV-f-ó 2 , 9 = Arctg¿. 

a 

El número r se llama módulo y 9 , argumento del número complejo 
a + bi. 

El argumento de un número complejo, es decir, el ángulo 9 , 
es positivo, cuando se toma a partir de la dirección positiva del eje Ox 
en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, y es nega- 
tivo, cuando se calcula en dirección opuesta. Es evidente que el 
argumento 9 no se determina de una manera unívoca, sino con preci- 
sión igual al valor del sumando 2jiá:; donde k es cualquier número 
entero. 

El módulo r del número complejo a -f- bi se designa a veces por 
el símbolo | a + bi |: 

r = J a -f bi |. 
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Notemos que todo número real A también puede escribirse en la 
forma (3), o bien: 

A = | A ¡ (eos 0 + i sen 0) cuando A > G 

A = | A | (eos n + i sen ji) cuando A < 0. 

El módulo del número complejo 0 es igual a cero: | 0 | = 0. 
Como argumento de cero se puede tomar caulquier ángulo tp. 
En efecto, para todo ángulo (p tiene lugar la igualdad: 

0 = 0-(cos cp -f i sen (p). 

§ 2. OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS COMPLEJOS 

1. Adición. La suma de dos números complejos, a± + Zqí 
y a 2 + b 2 i, es un número complejo definido por la ecuación: 

(ai + bxi) -j- (a 2 + b 2 i) = (a* -j- a 2 ) 4- (b i + b 2 ) i. (1) 

De la fórmula (1) se deduce que la adición de los números com- 

plejos, representados en forma de vectores, se efectúa según la regla 
de adición de vectores. 



2. Sustracción. La diferencia de dos números complejos, a 2 + b 2 i 
y «i + b t i, es un número complejo que, adicionado a a\ + óji, 
da a 2 + b 2 i. 

Es fácil ver que: 

(a 2 + b 2 i) — (ai + bii) = ( a 2 — a,) + (b 2 — h) i. (2) 

Observemos . que el módulo de la diferencia de dos números 
complejos Y («i — « 2 ) 2 + (^i — b 2 ) 2 es igual a la distancia entre 
los puntos que representan estos números en el plano de la variable 
compleja (fig. 162). 

3. Multiplicación. El producto de los números complejos, 
¿i + bii y a 2 + b 2 i, multiplicados estos números como binomios, 
según las reglas algebraicas, es un número complejo. Hay que tener 

16 * 
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en cuenta que: 


;2 


— 1; ¿ 3 = (— 1) i = — i; i 4 = (— i) (i) = — i 2 = 1; 


i 6 = 1 -i, etc. 
y, en general, para k entero: 

-4fc 


r"=l; i 4ft+1 =i; ¿4A+2 __ — i; 


¿ 4 ft+ 3 =-i. 


= í; i 

En virtud de esta regla tenemos: 

(ai + bii) (a 2 + b 2 i) = a t a 2 + óia 2 i + aib 2 i + 
ó 

(ai -J- bii) (a 2 -{- ó 2 ¿) = (a t a 2 — óió 2 ) ~h (biCi 2 -J- ai b 2 ) i. (3) 

Si los números complejos están expresados en forma trigonomé- 
trica, tenemos: 

Ti (eos q>i + i sen <pi) r 2 (eos <p 2 + i sen <p 2 ) = 

= r £ r 2 [eos (pi eos <p 2 + i sen q) t eos <p 2 + 

+ i eos q>i sen <p 2 + i 2 sen q > 4 sen q) 2 ] = 

= r t r 2 icos (pi eos (p 2 — sen q>i sen <p 2 ) + 

+ i (sen q>i eos q > 2 + eos <pi sen <p 2 )] = 

= r t r 2 icos (<pi + <p 2 ) + i sen (<pi -J- q> 2 )]. 

Así pues: 

r t (eos <pi + i sen 91 ) r 2 (eos <p 2 + i sen tp 2 ) = 

= rir 2 [eos (<p t + <p 2 ) + i sen (q) t + qp 2 )], (3') 


es decir, el producto de dos números complejos es un número complejo 
cuyo módulo es igual al producto de los módulos de los factores y el 
argumento es igual a la suma de argumentos de los factores . 

Observación 1. En virtud de la fórmula (3), los números complejos 
conjugados, a + bi y a — bi, satisfacen a la 'igualdad: 


(a + ib) (a — ib) = a 2 + b 2 , 

es decir, el producto de dos números complejos conjugados es igual 
a la suma de los cuadrados de sus módulos. 

4. División. La división de dos números complejos es la opera- 
ción inversa a su multiplicación. Si 


a 1 -I - b\i 
a 2 -f- b 2 i 


x + yi 


(donde V cl\ + b\=/= 0), entonces x e y deben ser tales que se cumpla 
la igualdad: 


ai -b b^ = (a 2 + b 2 i) ( x + yi), 
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o sea: 

cti + b t i = (a 2 x — b 2 y) + ( a 2 y + b 2 x) i. 
Por consiguiente, 

d l = a 2 x . — b 2 y, bi — b 2 x -f- d 2 y, 


de donde: 


y finalmente: 


a id2 + bib 2 
a 2 2 +b 2 2 


bi — b 2 x -f- a 2 y , 
ct^bi — ciib 2 

y ~ o|+6l ’ 


d\ -j- bji diCtq -f- &1&2 _|_ d 2 bi — d\b 2 ^ 

d% + b 2 i a 2 -f- b 2 a 2 - 1 - b 2 

En la práctica, la división de los números complejos se efectúa 
de la manera siguiente: para dividir a\ -{7 ib i por a 2 -f- multipli- 
camos, tanto el dividendo como el divisor, por un número complejo 
conjugado de este último (es decir, por a 2 — ib 2 ). Entonces, el 
divisor será un número real; al dividir por éste la parte real y la 
imaginaria del dividendo, obtenemos: 

di -f bji -f bji) (a 2 — b 2 i) _ 

«2 + b 2 i {a 2 + b 2 i) (a 2 — b 2 i) 

{did2 -j- &1Ó2) + i.d 2 bi — dib^j i a y a 2 -j- bib 2 . d 2 bi — dib 2 . 


dl+bl 


dl+bl 


d\+b\ 


Si el número complejo está expresado en forma trigonométrica, 
tendremos: 

r i (eos qpi + ¿ sen <p t ) ri r . ... . 

— — = — [eos (<p, — <pa) -h 1 sen (<p t — <p 2 )]. 

r 2 (eos (p 2 + 1 sen cp 2 ) r 2 

Para verificar esta igualdad, basta multiplicar el divisor por el 
cociente: 

r 2 (eos <p 2 -f i sen (P2) — [eos (<p ± — (£2) + ¿ sen (<p 4 — <p 2 )] = 


= r 2 — [cos(<p 2 + <Pi — (p 2 ) + i sen (<p 2 + <Pi — <P2)]=- 

r 2 
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De tal modo, el módulo del cociente de dos números complejos 
es igual al cociente de los módulos del dividendo y del divisor . ; el 
argumento del cociente es igual a la diferencia entre los argumentos 
del dividendo y del divisor. 

Observación 2. De las reglas de operaciones con números complejos 
se deduce que la adición, sustracción, multiplicación y división de 
los números complejos dan de nuevo un ^número complejo. Si las 
reglas de operaciones con números complejos son aplicadas a los 
números reales (considerándolos como caso particular de los números 
complejos), entonces estas reglas coinciden con las reglas ordinarias 
de la aritmética. 

Observación 3. Volviendo a la deficición de suma, diferencia, 
producto y cociente de los números complejos, es fácil comprobar 
que, si en estas expresiones son sustituidos los números complejos 
por sus números conjugados correspondientes, los resultados de las 
operaciones indicadas también son sustituidos por los números conju- 
gados. De aquí, en particular, se deduce el teorema siguiente: 

Teorema. Si en un polinomio con coeficientes reales 
AqX 71 -f- AiX n 1 -f- • •• + A n 

sustituimos x por el número a -f- bi, y, después, por el número conjugado 
a — bi, los resultados obtenidos serán mutuamente conjugados. 

§ 3. ELEVACION A POTENCIA Y EXTRACCION DE LA RAIZ 
DEL NUMERO COMPLEJO 

1. Elevación a potencia. De la fórmula (3') del párrafo prece- 
dente se deduce que si n es un número entero positivo, entonces: 

[r(cos<p-f- ¿sen <p)] n = r 71 (cosmp -f- ¿senn<p). (1) 

Esta expresión es la fórmula de Moivre y muestra que, al elevar 
un número complejo a una potencia entera y positiva, el módulo de 
este número se eleva a la misma potencia y el argumento se multiplica 
por el exponente de esta potencia. 

Consideremos ahora una aplicación más de la fórmula de Moivre. 
Haciendo r = 1, obtenemos: 

(eos <p -f- i sen <p) n = eos nq> -f- i sen 7i<p. 

Desarrollando el primer miembro según la fórmula del bino- 
mio de Newton e igualando las partes reales e imaginarias, podremos 
expresar sen mp y eos /i<p en función de potencias de sen<p y costp. 
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Así, por ejemplo, si n = 3, obtenemos: 
eos 3 <p ¿3 eos 2 <p sen cp — 3 eos cp sen 2 <p — i sen 3 <p = eos 3<p + i sen 3q>. 

Usando la igualdad de estos números complejos, tenemos: 
eos 3<p = eos 3 <p — 3 eos <p sen 2 <p, sen3<p = — sen 3 <p -f- 3 eos 2 q> sen <p. 

2. Extracción de la raíz. La raíz n — ésima de un número com- 
plejo es otro número complejo que, al ser elevado a la potencia n , 
dará el número comprendido bajo el radical, es decir, si: 

/ r (eos <p i sen <p) = p (eos tj ¡> -f- i sen ip), 
p n (eos nty -f i sen mp) — r (eos q> -f- i sen cp). 

Como los módulos de los números complejos iguales han de ser 
iguales y los argumentos pueden diferenciarse en un múltiplo de 2 jx, 
tenemos: 


p 71 = r, rctp = <p -f- 2kn. 

De aquí: 

y~ . <P + 2^31 

p = r r, 1p = — , 

n 


TI f~ * * i— 

donde, k es un número entero arbitrario, y r es el valor aritmético 
(real y positivo) de la raíz del número positivo r. Por consiguiente, 

r if— — — r n t/ r~ ( (p -j- 2kn q> + 2&ji\ /0 . 

V r (eos <p -f - 1 sen qj) — V r I eos )- i sen } . (2) 

\ n n) 


Dando a k los valores 0, 1, 2 . . ., n — 1, obtenemos n diferentes 
valores de la raíz. Para otros valores de k los argumentos se dife- 
renciarán de los obtenidos antes en un múltiplo de 2 n y, por 
tanto, se obtendrán los valores de la raíz que coinciden con los 
estudiados. 

Así pues, la raíz n — ésima de un número complejo tiene n dife- 
rentes valores. 

La raíz n — ésima del número real A, distinto de cero, también 
tiene n valores, puesto que el número real es un caso particular 
del número complejo y puede ser representado en forma trigo- 
nométrica: 

si A >* 0, tenemos: A = | A | (eos 0 + i sen 0); 
si A < 0, tenemos: A — | A | (cosíx + i senirt). 

Ejemplo 1 . Hallar todos los valores de la raíz cúbica de la unidad. 

Solución. Representemos la unidad en forma trigonométrica: 

1 = eos 0 f i sen 0. 
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Según la fórmula (2): 

y'T = f/ eos 0 -f- i sen 0 = eos 


0-f-2A:jl . . 0-f-2¿rt 

— H sen = 


Haciendo k igual a 0, 1, 2, obtenemos tres valores de la raíz: 

„ , . _ , 2it . 2n 4n , . 4n 

xj^cosO-f-í senO — 1; x 2 = eos —g — 1-isen-g— ; x 3 = cos — ^ — (-tsen-^-. 

Tomando en cuenta que 

2k 1 2ri 1/3 4it 1 4 n ~[/3 

c ° s _ = _ T ; sen — g— = — ; «os-y—--^ sen^-^-— , 

resulta: 





1 . V3 

2 1 2 ' 


En la figura 163 los puntos A , I?, C son las imágenes geométricas de las 
raíces obtenidas. 



3. Solución de la ecuación binomia. La ecuación 

x n ^A 

se llama binomia. Hallemos las raíces de esta ecuación. 
Si A es un número real positivo, tenemos: 

n ./~~7 ( 2 kn , . 2kn\ 

x— V A Icos- J- tsen 1 

\ n n ) 


(A: = 0, 1, 2, . . . , n — 1). 


La expresión encerrada en el paréntesis da todos los valores 
de la raíz de n — ésima potencia de la 1. 

Si A es un número real negativo, entonces: 


x 


=V¡Ii(, 


tí 4- 2kn ■ . tí 4- 2^:1^ 
eos (- i sen 1 


n 


n 
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La expresión entre paréntesis da todos los valores de la raíz 
de n — ésima potencia de — 1. 

Si A es un número complejo, los valores de x se hallan según 
la fórmula (2). 

Ejemplo 2. Resolver la ecuación 


Solución. 


*4 = 1 . 


2&jx 


* = eos 2&n -{- i sen 2kn — eos — f- 1 


sen 


2kn 

~ 4 ~ 


Haciendo k igual a 0, 1, 2, 3, obtenemos: 

x i — eos 0 -f- * sen 0 = 1, 

2n . . 2n 

* 2 = eos — j-t sen — = i, 

4jx . . 4jt . 

x 3 — eos — — -f* i sen = — 1, 

6ji . 6ji 

* 4 = eos — j— 4- i sen —7—= — l - 
4 4 


§ 4. FUNCION EXPONENCIAL CON EXPONENTE COMPLEJO 
Y SUS PROPIEDADES 

Sea z = x + iy. Si x e y son variables reales, z es una variable 
compleja. A cada valor de la variable compleja le corresponde un 
punto bien determinado (fig. 161) en el plano Oxy (plano de la 
variable compleja.) 

Definición. Si a cada valor de una variable compleja z, perte- 
neciente a cierto dominio del plano de variables complejas, corres- 
ponde un valor bien determinado de otra variable compleja w , se 
dice que w es una función de la variable compleja z: w = / (z) 
ó w — w (z). 

Existen las nociones del límite, de la derivada, de la integral, 
etc., de una función de variable compleja. 

Estudiemos una función de la variable compleja, o bien, la 
función exponencial: 

w=e z 

o sea: 

w=e x+iy . 

Los valores complejos de la función w se determinan del modo 
siguiente*': 

e x+iy — e x (cosz/-f- i sen y), (1) 

*) Demostraremos más adelante f§~21, cap. XIII y § 18 cap. XVI, tomo II) 
la conveniencia de esta definición de la función exponencial. 


es decir, 


Ejemplos: 
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w (z) = e x (eos y + i sen y). 


1 . z = í-\-~i, e + 4 =e ^cos-^- + isen — e ~^r) * 

„ . n . 

o n , Ji . ® “o* 1 „ / Jt . . n \ 

2. z = 0+ — t, e ¿ = e<> Icos— + 1 sen — 1 = 1 , 


3. z = l-f-i, e 1+i = ei (eos 1-f-i sen l) = 0,54 + * , 0,83, 

4. z — z(x es un número real), e x+oi = e x (cosO-f-i senO) = e x que es una 
función exponencial ordinaria. 

Propiedades de la función exponencial 

1. Si Zi y z 2 son dos números complejos, entonces: 

e z ‘ +z * = e z V 2 . (3) 

Demostración. Sea 

Zi = Xi iyu z 2 — x 2 + 

entonces 

e z,+z 2 __ e (x i +iy i )+(x 2 +iy2^ __ e (xi+x 2 )+i (y,+v 2 ) __ 

= e xt e x 2 [eos (y i + y¿ + i sen (y 4 + y 2 )]. (4) 

Por otra parte, en virtud del teorema sobre el producto de dos, 
números complejos expresados en forma trigonométrica, tenemos: 

* Z V Z2 = e X i +l Vi e X 2 + lV2 _ g X i ^ 0 g y^ _J_ l g en y J ^2 ( C0 g y 2 ¿ gen ^ _ 

= [eos (y i + y¿ + i sen (i/t + ¿fe)]- (5) 

Los segundos miembros de las igualdades (4) y (5) son iguales y, por 
consiguiente, serán iguales también los primeros 


2. De modo análogo se demuestra la fórmula: 


3. Si m es un número entero, tenemos: 

(e z ) m = e mz . (7) 

Esta fórmula se obtiene fácilmente de (3), cuando m ;> 0. 
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La misma se obtiene a partir de las fórmulas (3) y (6) si m 
4. Demostremos la identidad: 


e z+2lti = e z 


0 . 


( 8 ) 


En efecto, según las fórmulas (3) y (1) tenemos: 

= e z (eos 2ji -j- i sen 2ji) = e z . 


e z+2ni __ e z g 2 ni 


De la identidad (8) se deducé que la función exponencial e 
es una función periódica con período 2n i. 

5. Estudiemos ahora la magnitud compleja 

w = u (x) + iv ( x ), 

donde u (x) y v ( x ) son funciones reales de la variable real x. Es una 
función compleja de la variable real. 

a) Supongamos que existen los límites: 

lím u(x) — u(x 0 ); lím v (x) = v (x 0 ) . 

x Xo x -► x¿ 

Entonces, u (x 0 ) -+* iv (^o) = u?o es el límite de la variable 
compleja w. 

b) Si existen las derivadas u' ( x ) y v' (x), la expresión 

w x = u (x) + iv (x) (9) 

es la derivada de una función compleja de variable real con respecto 
al argumento real. 

Estudiemos ahora la siguiente función exponencial: 

w e ax+ifix' g (a + i&)x 

donde a y p son números constantes reales, y x es una variable 
'real. Es una función compleja de variable real que, conforme a la 
fórmula (1), puede escribirse así: 

w = e ax [eos flx + ¿sen j5x] 
ó 

w = e ax eos Px + ie ax sen §x. 

Hallemos la derivada w’ x . Según la fórmula (9) tenemos: 
w' x = (e ax eos Px)' + i ( e ax sen Px)' = 

= e ax (a eos px — p sen Px) + ie ax (a sen Px -f- P eos Px) = 

= a [e ax (eos Px + i sen Px)] + ¿P \e ax (eos px -J- i sen Px)] = 

= (a+ ¿P) [e ax (eos Px -f- i sen px)] = (a -f- ¿P) e (a+tí3) 

Así pues, si w = e(«+*P) x , entonces: w r — (a 4* ¿p)e( a + i P) x 
ó 

[ e ( a+¿0) (a ip) e (a+m) x ( 10 ) 


r. , • 
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De tal modo, si k es un número complejo (y, en particular, real) 
y x es un número real: 

(e kx )' = ke hx . (9') 

Hemos obtenido la fórmula general para la derivación de una 
función exponencial. También tenemos: 

(e hx )" = [(< e hx )']' = k ( e kx )' = k 2 e hx 
y para n arbitrario: 

(e hx ) (n) = k n e hx . 

Utilizaremos estas fórmulas más adelante. 



§ 5. FORMULA DE EULER. 

FORMA EXPONENCIAL DEL NUMERO COMPLEJO 

Si hacemos a: = 0 en la fórmula (1) del párrafo anterior, obtenemos: 


e iu = eos y -]- i sen y. 


( 1 ) 


Esta es la fórmula de Euler y expresa la relación entre la fun- 
ción exponencial con exponente imaginario y las funciones trigono- 
métricas. 

Sustituyendo y por — y en la fórmula (1), obtenemos: 


eos .y — i sen y. 

> 


De las igualdades (1) y (2) hallemos eos y y sen y: 


eos y = 


+ e 


sen y 


e iy — é 


-* y 


2 i 


( 2 ) 


(3) 


Las fórmulas (3) se usan, ep particular, para expresar las poten- 
cias de eos <p y de sen <p, así como también de sus productos, en fun- 
ción del seno y del coseno de arcos múltiples. 

Ejemplos: 

e y 4 -e~íy \2 i 

^ J =-^ (e'2y+2 + e- l 2y) = 


1. eos 2 y = 


1 

= -£■ [(eos 2y-\-i sen 2y) -f- 2 -{-(eos 2;/ — i sen 2y)]- 
= ^(2 eos 2y J r 2)=~ (1 -f-cos 2y). 



Desarrollo del polinomio en factores 


253 


2 . eos 2 q> sen 2 9 ■ 


^ g «p +e -'«p y ^ e"»— e-^ y, 

( e i2«p_ g -i2<p ) 2 í 1 

i = _ T C„ S 4 9+T . 


Forma exponencial del número complejo. Escribamos un número 
c omplejo z en forma trigonométrica: 

z — r (coscp -f- i sen<p), 

donde, r es el módulo y cp, el argumento de este número complejo. 
Según la fórmula de Euler: 


eos (p-\- i sen cp = 


e 


iq> 


en 


Por consiguiente, todo número complejo puede ser representado 
la forma exponencial: 


Ejemplos. Escribir los números 1, i, — 2, —i en la forma exponencial. 
Solución. 


1 = eos 2kn -f- i sen 2kn = e 


2kni 


Tí , Jt o 

i = eos — -t-i sen — = e * 


— 2 = 2 (eos ji i sen ji) — 2 e n \ 

a . 

n . jt ~~ 2 l 
— í = eos — — 1 sen — = e . 


§ 6 . DESARROLLO DEL POLINOMIO EN FACTORES 

Sabemos que la función 

f(x) = AoX n -\-A x x 1l ~ i + ... -f A n , 

•en la que n es un número entero se llama polinomio o función racio- 
nal entera de x. El número n es el grado del polinomio. Lós coeficien- 
tes A 0l Ai . . . A n son aquí números reales o complejos. La varia- 
ble independiente x puede tomar tanto valores reales como com- 
plejos. El valor de la variable x para el cual el polinomio se reduce 
a cero es la raíz del polinomio. 

Teorema 1. (Teorema de Bezout). El resto de la división del poli- 
nomio f (x) por la diferencia (x — a) es igual a f (a). 

Demostración. El cociente de la división del polinomio / ( x ) 
por (x — a) es un polinomio fi ( x ), de grado inferior en una unidad 
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que él del polinomio f (x), el resto es un número constante R. 
Entonces podemos escribir: 

f (x) = {x — a) f t (x) + R. (1) 

Esta igualdad es válida para todos los valores de x distintos de a 
(la división por x — a cuando x — a no tiene sentido). 

Si x tiende a a, el límite del primer miembro de la igualdad (1) 
es ■/ (a) y el límite del segundo miembro, es R. Como las funciones 
/ (x) y (x — a) /i (x) + R son iguales para todos los valores de 
x a, sus límites serán también iguales, cuando x — >■ a, es decir, 
/ (a) = R. 

Colorario. Si a es una raíz del polinomio, es decir , f (a) — 0, 
entonces f (x) se divide por x — a sin resto alguno y, por tanto, se 
representa como un producto: 

f (x) = (x — a) ft (x), 
donde /i (x) es un polinomio. 

Ejemplo 1. El polinomio / (x) = x 3 — 6x 2 + llx — 6 se anula cuando 
x = 1, es decir, / (1) = 0. Por eso el polinomio dado se divide sin resto por 
x — 1: 

x 3 = 6x2 _j_ iix — 6 = (x — 1) (x 2 — 5x-¡- 6). 

Estudiemos ahora las ecuaciones con una incógnita x. 

Todo número (real o complejo) que sustituya a x en la ecuación 
y la convierta en identidad, se llama raíz de la-ecuación. 

Ejemplo 2. Los números x 1 = -— ; x 2 = — x 3 — ~ son raíces 
de la ecuación cosx = senx. 

Si una ecuación tiene la forma P (x) — 0, donde P (x) es poli- 
nomio de grado n, se llama ecuación algebraica de n — ésimo grado. 
De la definición se deduce que las raíces de la ecuación algebraica 
P (x) = 0 son idénticas a las del polinomio P (x). 

Naturalmente, surge la pregunta, si toda ecuación tiene raíces. 
Para las ecuaciones no algebraicas la respuesta es negativa: existen 
ecuaciones no algebraicas que no tienen raíces (reales, ni comple- 
jas), como, por ejemplo, la ecuación e K = 0*). 

Sin embargo, para las ecuaciones algebraicas la respuesta es 
positiva, lo que constituye el contenido del siguiente teorema 
fundamental del álgebra. 

*) En efecto, si el número xi = a -j- bi fuera la raíz de esta ecuación, 
existiría la identidad e a+bi =0, ó (en virtud de la fórmula de Euler) e a (eos b -j- 
+ ¿sen b) — 0. Pero, e°- no puede anularse cualquiera que sea el número real a; 
tampoco eos b = i sen b es igual a cero (puesto que el módulo de este número 
es igual a ”|/cos 2 b -j- sen 2 b = 1 para cualquier b). Por tanto, el producto 
e a (eos b -{- i sen b) 0, es decir, e a+f)i =£ 0, lo que significa que la ecuación 
e x = 0 no tiene raíces. 
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Teorema 2. (Teorema fundamental del algebra). Toda 
función racional entera f (x) tiene por lo menos una raíz real o 
compleja. 

Este teorema se demuestra en el curso de álgebra superior. 
Aquí lo admitiremos sin demostración. 

Utilizando el teorema fundamental del álgebra es fácil demos- 
trar el siguiente teorema. 

Teorema 3. Todo polinomio de n — ¿simo grado puede ser desarro- 
llado en n factores lineales de la forma x — ay un factor igual al coe- 
ficiente de x n . 

Demostración. Sea f (x) un polinomio de grado n: 

f ( x ) — A^pT -f- A t x n 1 + • • • + A n . 

En virtud del teorema fundamental este polinomio tiene por lo 
menos una raíz; designémosla por a t . Ahora bien, según el corola- 
rio del teorema de Bezout podemos escribir: 

f (a) = (x — a x ) f\ (*), 

donde, ft (x) es el polinomio de grado ( n — 1); / 4 (x) también tiene 
una raíz que designemos por a 2 . Entonces, 

fi (x) = ( x — « 2 ) h (*)> 

donde, f 2 (x) es el polinomio de grado (n — 2). De igual manera: 
h(x) = (x — a 3 ) f 3 (x). 

Continuando este proceso, llegamos a la expresión: 
fn-i (x) = (x a, n ) f n , 

donde f n es un polinomio de grado cero, es decir, f n es un número 
fijo. Evidentemente, este número es igual al coeficiente de x n , 
es decir, f n = A 0 . 

En virtud de las igualdades obtenidas podemos escribir: 

/ (x) = A q (x — ai) (x — a 2 ) ... (x — a n ). (2) 

Del desarrollo (2) se deduce que los números a t , a 2 , . . ., a^ son 
las raíces del polinomio f (x), puesto que, realizada la sustitución 
x — a u x = a 2 , . . ., x = a n , el segundo miembro y, por consiguien- 
te, el primero se reducen a cero. 

Ejemplo 3. El polinomio / ( x ) = x 3 — 6a 2 -f- Uz — 6 se reduce a cero, 
cuando 

x — 1, x = 2, x = 2>. 

Por consiguiente, 

x 3 — 6x 2 + llx — 6 — (x — 1) (x — 2) (x — 3). 

Ningún valor x = a distinto de a u a 2 , ...» a n puede ser raíz 
del polinomio f (x), puesto que ningún factor del segundo miembro 
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de la igualdad (2) se anula cuando x = a. Ahora podemos expresar 
el siguiente enunciado: 

Todo polinomio de grado n no puede tener más que n ralees dife- 
rentes. 

Pero, en este caso, obtenemos el teorema siguiente. 

Teorema 4 .Si los valores de dos polinomios <pi (x) y q? 2 (x) de gra- 
do n coinciden para n -f- 1 valores diferentes a 0 , ai, a 2 , . a* del 
argumento x , los polinomios enunciados son idénticos. 

Demostración. Designemos por f (x) la diferencia de estos poli- 
nomios: 

f (x) = <pi (*) — <p 2 (x). 

Según la hipótesis, f ( x ) es un polinomio de grado no superior 
a n, que se reduce a cero en los puntos a t , a n . Por tanto, éste 
puede ser representado en la forma: 

f {x) = A 0 (x — a t ) (x — a 2 ) ... (x — aj. 

. Pero, según la hipótesis, f (x) se anula también en el punto a 0 . 
Entonces, / (a 0 ) = 0, siendo distintos de cero todos los factores 
lineales. Por eso, A 0 — 0, y de la igualdad (2) se deduce que el 
polinomio f (#) es idénticamente igual a cero. Por consiguiente, 
<Pi (*) — <P 2 (z) = 0, ó (pi (a:) = <p 2 {x). 

Teorema 5. Si el polinomio 

P (#) = A 0 x n -f- A^x 11 1 + « • • +^4n-i x A n 
es idénticamente igual a cero , todos sus coeficientes son iguales a cero. 

Demostración. Escribamos el desarrollo de este polinomio en 
factores según la fórmula (2): 

P {x) = A 0 x n -f- AfX 71 1 + . . . -f- A n —iX -J- A n = 

= Aq (x ai) ... ( x Q'n)' (1 ) 

Si este polinomio es idénticamente igual a cero, también será 
igual a cero para un valor dea:, distinto de ai, . . ., a^. Pero, en este 
caso, los factores x — a t , . . ., x — a n no se anulan y, por tanto, 
A 0 = 0. 

De igual manera se demuestra que Ai = 0, A 2 = 0, etc. 

Teorema 6. Los coeficientes correspondientes de dos polinomios 
idénticamente iguales son iguales. 

Esto se deduce del hecho de que la diferencia entre los polino- 
mios dados es un polinomio idénticamente igual a cero. Por tanto, en 
virtud del teorema anterior, todos sus coeficientes son ceros. 

Ejemplo 4. Si el polinomio ax z -f- bx 2 + ex -f- d es idénticamente igual 
al polinomio x 2 — 5z, entonces: a = 0, 6=1, c = — 5, d = 0. 
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§ 7. RAICES MULTIPLES DEL POLINOMIO 

Si ciertos factores lineales del desarrollo de un polinomio de 
grado n 

f (, x ) = A 0 (x — ai) ( x — a 2 ) . . . (x — aj (1) 

son iguales, se puede agruparlos y luego, factorizar el polinomio 
de la manera siguiente: 

f (x) = A 0 (x — aj) h ' (x — a 2 ) h2 ... (x — a m ) hm . (1') 

Donde 

&i ~b k 2 + ... + 

En este caso se dice que <z t es una raíz múltiple de orden k t , (/q, es 
la multiplicidad de la raíz); a 2 es una raíz múltiple de orden k 2 , etc. 

Ejemplo. El polinomio / ( x ) = x 3 — 5a; 2 + 8x — 4 se desarrolla en los 
suguientes factores lineales: 

/ ( x ) = ( a: 2) (x 2) (x 1). 

Este desarrollo puede escribirse así: 

/(*) = (* — 2) a (ar — 1), 

ai = 2 es una raíz doble; a 2 = 1, una raíz simple. 

Si el polinomio tiene una raíz múltiple a de orden /e, consideremos 
que el polinomio tiene k raíces iguales. Entonces, del teorema del 
desarrollo de un polinomio en factores lineales se deduce el teorema 
siguiente. 

Todo polinomio de grado n tiene exactamente n raíces ( reales 
ó complejas). 

Observación. Todo lo que se ha dicho acerca de las raíces del 
polinomio 

/ ( x ) = AqX 71 + AiX 71 ... + A n 

es igualmente cierto para las raíces de una ecuación algebraica: 

d qX + A^x n 1 -j- ... -\-A n — 0. 

Demostremos a continuación, el teorema siguiente: 

Teorema. Si ai es una raíz múltiple de orden > 1 para el poli- 
nomio f ( x ), entonces ai será una raíz múltiple de orden k — 1 para 
la derivada f {x). 

Demostración. Si a t es una raíz múltiple de orden k ± donde 
ki ;> 1 de la fórmula (1') se deduce: 

/ ( x ) = {x — ai) hi <p (x), 


% 


17—601 
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donde 9 ( x ) = (x — a 2 ) fe2 . . .(x — a m ) km no se anula para x = a u 
es decir, cp («i) =£ 0. Derivando, tenemos: 


f ( x ) = k x (x — af) hi *tp (x) + ( x — a i) kl( P' ( x ) — 


Designemos: 

Entonces, 

donde: 

ij) (a t ) 


= (x — af) hi 1 [¿jíp (^) + (x — a t ) (p' (x)]. 
■v|) (a:) = ki <p (x) -f- (x — af) cp' (x). 
f { x ) = (x — ^ (a:), 

1 

ki <p M + («! — «i)<p' («i) = ¿i< p (ai) =¿= 0, 


es decir, x — es la raíz múltiple de orden ki — 1 del polinomio 
f ( x ). De la demostración se deduce que si k x = 1, no es una 
raíz de la derivada /' (x). 

Del teorema demostrado se deduce que ai es una raíz múltiple 
de orden ki — 2, para la derivada /"(#), una raíz de orden ki — 3, 
para la derivada /"' (x) . . ., una raíz de orden 1 (raíz simple), 
para la derivada i) (x); y no es una raíz para la derivada f( kl) (x), 
es decir, 

/(<!,) = 0, f'(a,) = 0, f"M = 0 (a,) = 0, 

pero 

/%,)¥= 0 . 


i 

! 


§ 8. FACTORIZACION DE UN POLINOMIO 
CON RAICES COMPLEJAS 

Las raíces ai, a 2 , . . ., a n de la fórmula (1), § 7, cap. VII pueden 
ser tanto reales como complejas. Tiene lugar el teorema siguiente. 

Teorema. Si un polinomio f (x) con coeficientes reales tiene la raíz 
compleja a -j- bi, este polinomio tiene también una raíz conjugada a — bi. 

Demostración. Si en el polinomio / (x) sustituimos x por el número 
a + bi, elevamos a unas potencias y agrupamos por separado los 
términos que contienen y no contienen i, obtenemos: 

/ (a -f bi) = M + Ni, 

donde M y N son las expresiones que no contienen i . 

Puesto que a + bi es I a raíz del polinomio, tenemos: 

/ (a 4- bi) = M + Ni = 0 

de donde: 

M = 0, N = 0 
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Sustituimos ahora x en el polinomio por la-expresión a — bi. Enton- 
ces (según la observación 3, § 2), obtenemos un número conjugado 
con M -f Ni, es decir, 

f (a — bi) = M — Ni. 

Gomo M = 0, y N = 0, se tiene: / (a — bi) = 0, es decir, a — bi 
es una raíz del polinomio. 

Por consiguiente, en la factorización 

f (z) = A 0 (x — ai) (x — a 2 ). . . (x — a n ) 

las raíces complejas se encuentran en pares conjugados. 

Al multiplicar entre sí los factores lineales que corresponden 
al par de raíces complejas conjugadas, obtenemos un trinomio de 
segundo grado con coeficientes reales: 

\x — (a -f ó¿)l [x — (a — ói)l = [(^ — a )~ bi\ [(a: — a) + óil = 

— {x — a) 2 -f- b 2 = x 2 — 2 ax + + b 2 — x 2 -f px -f- q y 

donde p = — 2a, q = a 2 + ó 2 son los números reales. 

Si el número a + bi es una raíz múltiple de orden k , el número 
conjugado a — bi es también una raíz múltiple dé orden k, de modo 
que, en la factorización de un polinomio entran tantos factores 
lineales x — (a 4- bi) cuantos sean los factores lineales x — (a — bi). 
Así, todo polinomio con coeficientes reales se desarrolla en factores con 
coeficientes reales de primero y segundo grado de multiplicidad corres- 
pondiente , es decir, 

f {x) = Aq{x — af) hi (. x — a¿) h2 . . . 

... (x — a r ) hT {x 2 + PíX + qi) li ... (* 2 +.PsS + tfs)S 

r donde 

+ ^2 + ... + K + 2Z t -f- ... +2 l s = n. 

§ 9. INTERPOLACION. 

FORMULA DE LA INTERPOLACION DE LAGRANGE 

Supongamos que al estudiar cierto fenómeno, fue demostrada 
la existencia de una dependencia funcional entre las magnitudes 
x e y, que caracteriza el aspecto cuantitativo de este fenómeno. La 
función y — <p (x) es desconocida, sin embargo, mediante una serie 
de experiencias determinemos los valores de esta función: y 0 , y i, 
Ihi • • .i Un para ciertos valores del argumento x 0 , x 2 , . . Xn, 

pertenecientes al segmento [a, b]. 

El problema consiste en hallar la función más simple, para 
facilitar los cálculos (un polinomio, por ejemplo) que sea la expre- 
sión exacta o aproximada de la función desconocida y = cp (x) en 
el segmento [a, ó]. En forma más abstracta el problema puede ser 

17 * 
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formulado de modo siguiente: los valores de una función desconocida 
y — tp (x) se dan en n -f 1 puntos diferentes: x 0 , x u . . del 

segmento [a, b]: 

yo — 9 (x 0 ), yt = 9 («0, • • ... y n = 9 W; 

es preciso hallar un polinomio P ( x ) del grado inferior o igual a n 
que exprese aproximadamente la función cp (x). 

Para esto elijamos un polinomio* cuyos valores en los puntos 
x 0 , #i» x 2 , . x n coincidan con los correspondientes valores de 
yo, yu y 2 , y n de la función tp (re) (fig. 164). En este caso. 



Fig. 164 

el problema planteado, que se llama «problema de interpolación 
de la función», se puede formular de modo siguiente: hallar para 
una función dada q> (x) un polinomio P ( x ) de grado n , que tome 
en los puntos dados x 0 , x it . . x n los valores 

y 0 = 9 fa>). 1/1 = 9 ( x i), •••» y* = 9 M. 

Tomemos para esto un polinomio de rc-ésimo grado y de la forma: 

P (x) = C G (X ~ Xj (x — X 2 ) . • . (X — Xn) + 

-f" C\ (x — Xo) (x x 2 ) • • • (x x n ) -p - 

+ c 2 [x — X 0 ) (x — Xi) (x — X 3 ) . . . (x — Xn) + . . . 

. . . + c n (x — Xq) (x — Xi) . . . {x — Xn-i). (1) 

Determinemos los coeficientes C 0 , C u • . C n de tal manera que 
se cumplan las condiciones: 

P {xq) = y 0 , P (xí) y i, o o P \x n ) = y n „ (2) 

Hagamos x = x 0 en la fórmula (1); entonces, teniendo en cuenta 
las igualdades (2), obtenemos: 

yo = Co (So — Xi) (x Q — x 2 ) . . . (x 0 — Xn) 

de donde 

„ Vo 

Ls o — *- o 

(x 0 — x t ) (x 0 — x 2 ) ... (x 0 — X n ) 
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Haciendo, luego, x = xi, obtenemos: 

yi = C i ( Xi — Xq) ( x t — x 2 ) . . . — Xn) 


de donde 


C i = 


y i 


(Xi — X 0 ) (Xi — x 2 ) ... (x l —x n ) 
De igual manera encontramos 

C 2 = — 

(x 2 X 0 ) (x 2 x^) (x 2 X 3 ) . . . (x 2 x n ) 




y n 


(Xn *0) (%n *^l) ip'n ^2) • • * fan J'n — i) 

Poniendo los valores determinados de los coeficientes en la 
fórmula (1), obtenemos: 

P(4= (*-*■>(»-*> (*-*n> + 


(x 0 — X t ) (x 0 — X 2 ) ... (x 0 —X n ) 

(x — x 0 )(x — x¿) ... (x — x n ) 
{Xy Xq) (Xí ~ X 2 ) . . . ( Xi x n ) 


y i + 


I {x — * 0 ) (x — Xj) {x—x 3 ) ... ( X — x n ) 

(x 2 — x 0 ) (x 2 — xf) (x 2 — X 3 ) ... (x 2 — x n ) 

(x — x 0 )(x — Xí) ... (x — x n -i) ^ 

(x n X 0 ) (x n Xi) . . . (x n X n — j) 

La fórmula enunciada se llama fórmula de interpolación de 
Lagrange. 

Admitamos sin demostración que sj <p (#) tiene una derivada de 
(n + 1) — ésimo orden en el segmento [a, ó], el error cometido, 
al reemplazar la función <p {x) por el polinomio P ( x ), (es decir, la 
magnitud R (x) = cp {x) — P (x) satisface a la desigualdad: 

| R (x) | < | (x — x 0 ) (x — Xi) ... (x — x n ) | - — í— - máx 1 <p (n+1) {x) ]. 

(« + !)! 


Observación. Del teorema 4, § 6, se deduce que el polinomio 
P (x) es el único que satisface a las condiciones del problema plan- 
teado. 
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Ejemplo. Gomo resultado de un experimento hemos obtenido los valores 
de la función y = <p (x): y 0 = 3 para x 0 — 1; y x = — 5 para x i — 2; y 2 = 4 
para x 2 = — 4. Hallar la expresión aproximada de la función y = q> (x) por 
medio del polinomio de segundo grado. 

Solución. Según la fórmula (3) tenemos (para n — 2): 


P(X) = 


(*-2)(x + 4) (x-l)(x-f-4) 

(1-2) (1 + 4) (2-1) (2 + 4) 1 


( x — 1) ( x — 2) 


( — 4 — i) ( — 4 — 2 ) 


4, 


o sea 




123 


30 


252 

30 


§ 10. FORMULA DE LA INTERPOLACION DE NEWTON 

Sean conocidos n + 1 valores de la función <p (z): y 0 , y u ..., y n , 
que corresponden a ra + 1 valores del argumento: x 0 , x u x n , 
siendo constante la diferencia entre los valores contiguos del argu- 
mento. Designemos por h esta diferencia. La tabla de valores de 
la función desconocida y = cp (x) para los valores correspondientes 
del argumento tendrá la forma siguiente. 


X 

Xq 

x j = xq — |— h 

X 2 = Xq + 2/l 

x n — x 0+ n h 

y 

yo 

y i 

V2 

í/ n 


Formemos un polinomio , de grado no superior a n, que tomará 
valores correspondientes a los de x. Este polinomio representará 
aproximadamente la función (p (x). 

Introduzcamos las designaciones: 

Ayo = yi — yo; Al/! = y 2 — y x \ A y 2 = y 3 — y 2 , etc. 

A 2 y 0 — y 2 — 2y i + y 0 = A y v — Ay 0 = (y 2 — ) — (y i — yo), 

A 3 y 0 = y 3 — 3 y 2 + 3yi — y o = A *y t — A 2 y 0 = (y s — 2 y 2 + y t ) — 

— (y 2 — 2y t + y 0 ), 

A n y 0 = A n_1 yi — A n_, y 0 - 

Estas son las llamadas diferencias de primero, segundo y rc-ésimo 
orden. Escribamos un polinomio que toma los valores 

■yo. y i Para y *i- 

Será un polinomio de primer grado 


Pi (x) = y 0 + Ayo 


X — x 0 


h 


( 1 ) 











Fórmula de la interpolación de Newton 


263 


En efecto, 


h 


p i (*) U*o = yo, ^1 l*=*i = y 0 + Ay 0 = yo 4- (y i — y o) — y i- 

Escribamos un polinomio que toma los valores 
i/o, yu y 2 para z 0 , «i* *2- 
Será un polinomio de segundo grado: 

x Xq . A i/o *£o / # 


^2(^) = y 0 + Ai/ 0 : 


^0 ^ 2^0 


h 2! h 

Es evidente que 

P 2 I x—x Q — i/o> ^2 I x=x x = í/l* 

Comprobemos ahora: 

n ! . a n , A 2 i/o 2h(2h \ 

P 2 lx=x 2 = i/o + Ay 0 - 2 + — — X ~ ^ J = ^ 2 ’ 

El polinomio de tercer orden tendrá la forma: 
n M Tr , a v x ~ x »\ A 2 i/o x %o( x x 0 V A 3 i/ 0 

P * W - *+ Ayo — - f - jj — {-j- 1 ) +7- 2l" 

'a: — ;r 0 


( 2 ) 


X — a : 0 


X 


^ — ^0 _ ^ ^ ~ *° ___ 2^ 


El polinomio del orden n que asume los valores y 0 , y u y 2 , . . ., y n 
para x 0 , xi, x 2 , . . £ n , será: 

/ J „ (*) = So + Ay 0 * - ' A2?0 * ~ X ° 


( £ T a -<)+- 


h 1-2 /i 

I A 71 t/o a: — ;r 0 — #0 ^ £ — ^0 


- (* - 1) 


• ( 4 ) 


Mediante una sustitución directa es fácil convencerse de que la 
igualdad obtenida es correcta. Esta es la fórmula o el polinomio 
de la interpolación de Newton. 

En esencia, el polinomio de Lagrange y el de Newton para la 
tabla dada de valores, son idénticos aunque escritos de modo di fe- 
rente. Es decir, el polinomio de grado no superior a h, que tom a 
n -j- 1 valores dados para n -f- 1 valores de x, se halla de una sol a 
manera. 




1 


:¡ 


I 

I 

:l 


J 
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En muchos casos resulta más conveniente utilizar el polinomio 
de la interpolación de Newton que el de Lagrange. Su particulari- 
dad consiste en que, al pasar del polinomio de grado k al polino- 
mio de grado k -j- 1 , los primeros k + 1 términos no cambian, 
sino que se adiciona un término nuevo que es igual a cero, para 
todos los valores anteriores del argumento. 


Observación. Según las fórmulas de Lagrange (véase la fórmu- 
la 3 § 10) y de Newton (fórmula 4) se determinan los valores de una 
función en el segmento x Q <C x << Si estas fórmulas se usan 
para determinar el valor de la función, cuando x < x 0 (lo que se 
puede hacer cuando | x — x 0 \ es pequeño), se dice que se efectúa 
la extrapolación de la tabla hacia atrás. Si se determina el valor de 
la función para x 0 <C x , se dice que se efectúa la extrapolación de la 
tabla hacia adelante. 



§ 11. DERIVACION NUMERICA 

Supongamos que los valores de una función desconocida O (x) 
están dados por medio de la tabla que fue examinada anteriormente. 
Es preciso determinar aproximadamente la derivada de esta fun- 
ción. Con este fin se forma el polinomio de interpolación de Lagrange 
o de Newton y de este último se halla la derivada. 

Puesto que más a menudo se analizan las tablas de iguales dife- 
rencias entre los valores vecinos del argumentp, utilicemos la 
fórmula de interpolación de Newton. Sean dados tres valores de 
la función: y 0 , y t , y 2 , que corresponden a los valores: a: 0 , x t , x 2 del 
argumento. Entonces, escribamos el polinomio (2) y derivémoslo. 
Obtenemos el valor aproximado de la derivada de la función en el 
segmento x 0 ^ x 2 

= + (5) 

h ¿h \ h / 

Cuando x — x 0 , tenemos: 

' t ■ \ d' t \ Ay 0 A 2 y 0 

<P ( x 0 ) « P 2 ( x 0 ) = — — • (6) 

h ¿ti 


Examinemos el polinomio de tercer orden (véase (3)), y deriván- 
dolo, obtenemos la siguiente expresión para su derivada: 

= — + — Í2^í-°-l) + 

h 2 h \ h / 

, A 3 ¡, 0 |~ 3 - 6 + 2) 


2-3 h 


(7) 
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En particular, cuando x = x 0 , tenemos: 

A # 0 A 2 í / 0 


<p' (x Q ) « P' 3 (x) 


h 


2 h 


A 3 y 0 

3ft 


( 8 ) 


Al utilizar la fórmula (4), cuando x = x 0 , obtenemos la si- 
guiente forma para la expresión aproximada de la derivada: 

= + ... (9) 


2 h 


3 h 


ipi 


Notemos que para una función que tiene derivadas, la diferencia 
Ay 0 es una infinitesimal de primer orden respecto a h; A 2 y 0 , infini- 
tesimal de segundo orden; A 3 y 0 , de tercer orden, etc. 

§ 12. OPTIMA APROXIMACION DE LAS FUNCIONES 
POR MEDIO DE POLINOMIOS. TEORIA DE CHEBISHEV 

Del problema examinado en el § 9, se deduce, naturalmente, 
lo siguiente: sea una función continua (p (x) en el segmento [a, ó]. 
¿Se puede expresarla aproximadamente en forma de un polinomio 
P (x) con cualquier grado de precisión previamente dado? Es decir, 
¿será posible encontrar un polinomio P (x) tal que la diferencia 
en valor absoluto, entre cp (x) y P (x), sea inferior en todos los puntos 
del segmento [a, b ], que cualquier número positivo e ^previamente 
dado? El teorema que sigue y que citamos aquí sin demostración, 
nos da una respuesta afirmativa*. 

Teorema de Weierstrass. Si la función <p (x) es continua en el 
segmento [a, ó], entonces para todo e >* 0 existe un polinomio P (x), 
que en cada punto de este segmento se cumpla la igualdad : 

| / (x) — P (x) | < e. 

S. N. Bernstein, notable matemático y académico soviético, nos ha 
proporcionado el siguiente método racional para la formación 
directa de polinomios aproximadamente iguales a la función conti- 
nua (p (x) en elsegmento dado. 

Supongamos, por ejemplo, que la función <p (x) es continua 
en el segmento (0, lj. 


*) Notemos que el polinomio de la interpolación de Lagrange (véase (3) 
§ 9) no da la respuesta a la cuestión planteada. En los puntos x 0 , x l7 x 2 , . . x n 
los valores de este polinomio en realidad son iguales a los valores correspon- 
dientes de la función, pero en otros puntos del segmento [a, ó] estos valores 
pueden diferenciarse notablemente. 
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Formemos la expresión: j 

n j 

B n (x) = ^ f O” (1 - x)"-". I 

m = 0 | 

En esta expresión C™ son coeficientes binomiales; <p j es el j 

valor de la función dada en el punto x = La expresión B n ( x ) j 

es un polinomio de w-ésimo grado, llamado de Bernstein. j 

Para todo número arbitrario e ;> 0 positivo, se puede buscar j 
un polinomio de Bernstein tal (es decir, elegir su grado n) de manera j 
que para todos los valores de x en el segmento [0, 1] se cumpla la 
desigualdad: 

I B n (*) — <P (x) J < e. 

Observemos que el análisis del segmento Í0, 1] en lugar del 
segmento arbitrario [a, ó] no limita esencialmente las leyes genera- 
les puesto que mediante el cambio de variable: x = a + t (b — a), j 
se puede transformar cualquier segmento [ a , b], en el segmento [0,1]. i 
Esta transformación conserva el grado del polinomio. 

La teoría sobre la óptima aproximación de las funciones median- 
te polinomios fue desarrollada por el célebre matemático ruso I 
P. L. Chébishev (1821-1894). ¡ 

Los valiosos resultados que obtuvo en este campo, han influen- 
ciado decisivamente en los trabajos de matemáticos posteriores. El 
punto de partida en la creación de esta teoría fue su trabajo en la 
teoría de los mecanismos articulados que son de amplio uso en la 
maquinaria. El estudio de tales mecanismos le condujo a la búsque- 
da entre todos los polinomios de un grado n dado, cuyo coeficiente 
de término mayor es igual a la unidad, de un polinomio tal que 
se desvíe de cero, en el segmento dado, mucho menor que todos los 
demás polinomios. Este gran matemático logró a resolver el pro- 
blema y los polinomios hallados por él fueron llamados polinomios 
de Chébishev. Estos poseen muchas propiedades notables y son 
actualmente un potente medio de investigaciones en numerosos 
problemas matemáticos y técnicos. 

Ejercicios para el capítulo VII 

1. Hallar (3-f5¿)(4 — ¿y Respuesta: 17-fl7¿. 2. Hallar (6 11¿) (7-j-3¿). 

3 i 7 jg 

Respuesta: 9 + 95í. 3. Hallar . — . Respuesta : —i. 4. Hallar 

4 + 5í 41 41 

(4 — 7¿) 3 . Respuesta: — 524-¡-7¿. 5. Hallar 1 /i. Respuesta: Hh — tj- . 6. Ha- 

1/2 
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llar ~\f — 5 — 12 i. Respuesta : ± (2 — 3 i). 7. Reducir a la forma trigonométrica 
las expresiones: a) 1-fi. Respuesta : ~[/2 ^cos -f- i sen . b) 1 — i. Res- 
puesta : 1/2 ^cos i sen— ^ j . 8. Hallar y/7. Respuesta : ; — i; 



9. Expresar en función de sen z y eos x las siguientes expresiones: 


sen 2x, eos 2x , sen 4a:., eos 4x, sen 5a:, eos 5x : 10. Expesar en función del seno 
y coseno de los arcos múltiples las expresiones: eos 2 x, eos 3 x, eos 4 x , eos 5 x , 
eos 6 a:; sen 2 a:, sen 3 a:, sen 4 a:, sen 6 a:. 11. Dividir f(x) — x 3 — 4x 2 -f-8x — 1 por 
x-{-4. Respuesta : /(x) = (z- j-4)(z 2 — 8x-f-40) — 161, es decir, cociente = x 2 — 
— 8x-f40; el resto /( — 4)= — 161. 12. Dividir /(x) = x 4 -|-12x 3 -}-54x 2 -|- 
-f- 108x4-81 por x-f-3. Respuesta : / (x) = (x -f-3) (x 3 -{-9x 2 -f- 27x -j-27). 13. Divi- 
dir f(x) = x7 — 1 por x — 1. Respuesta: f(x)~(x — 1) (x e -]-x 5 -{-x 4 -}-x 3 -{-x 2 -f- 

-j“Z -f~l)> 

Factorizar los polinomios: 14. /(x) = x 4 — 1. Respuesta: /(z) — 

= (z — 1) (x-{-l) (x 2 -f- 1). 15. f(x)~ z 2 — z — 2. Respuesta: f (z) = (z — 2)(z-¡-l). 
16. / (z) = x 3 -f- 1. Respuesta: / (z) = (z-f- 1) (z 2 — x + l). 

17. Como resultado de un experimento se han obtenido los valores de 
la función y de z: 


y 1 = 4 para Z[=0, 
1/2 = 6 para x 2 = l, 
p 3 = 10 para z 3 = 2. 


Expresar de modo aproximado esta función mediante un polinomio de 
segundo grado. Respuesta: z 2 -f z-f-4. 

18. Hallar el polinomio de cuarto grado que toma respectivamente los 
valores 2, 1, — 1, 5, 0, para x = 1, 2, 3, 4, 5. Respuesta: 


4 z 4 - I7z3 -f z 2 - 92z + 35. 

¿i 

19. Hallar el polinomio de grado posiblemente inferior que toma respecti- 
vamente los valores 3, 7, 9, 19 para z = 2, 4, 5, 10. Respuesta: 2x — 1. 

20. Hallar los polinomios ae Bernstein de primero, segundo, tercero, 
cuarto grados para la función y = senitz en el segmento [0,1]. Respuesta: 

B i (z) = 0; B 2 {x)= 2z(1 — z); B 3 (z) = - 3 ^ z (1 — z); # 4 (z) = 2x (1 — z) X 

X [(2 1/2— 3)z 2 — (2 1/2 — 3)x+V2]. 


CAPITULO VIH 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


§ 1. DEFINICION DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

Examinando las funciones de una sola variable, ya hemos indi- 
cado que el estudio de diferentes fenómenos obliga a utilizar las 
funciones de dos y más variables independientes. Demos algunos 
ejemplos. 

Ejemplo 1. El área S de un rectángulo de lados x e y, se da por la fórmula: 

S = xy. 

A cada par de valores de x e y, corresponde un valor determinado del 
área *5; S es una función de dos variables. 

Ejemplo 2. El volumen V de un paralelepípedo recto, en que las aristas 
tienen longitudes iguales a x , y, z, se da por la fórmula: 

V — xyz. 

Aquí, V es una función de tres variables: x , y, z. 

Ejemplo 3 . El alcance R de un proyectil lanzado a la velocidad inicial 
v 0 , bajo el ángulo q> respecto al horizonte, se expresa por la fórmula: 

D vi sen 2<p 

íl = 

g 

(despreciando la resistencia del aire). El símbolo g en la fórmula representa 
la aceleración debida a la fuerza de gravedad. Para cada par de valores v 0 
y <p la fórmula da un determinado valor de i?, es decir, R es una función de dos 
variables, v 0 y <p. 

Ejemplo 4. 

jr2 _L »2 _ 1_ ¿2 
U= — . 

y í+x* 

Aquí, u es una función de cuatro variables x, y, z, t. 

Definición 1. Si a cada par (x, y) de valores de dos variables, 
x e y, independientes una de otra, tomadas de cierto campo D de su 
variación, le corresponde un valor determinado de la magnitud z, 
se dice que z es una función de dos variables independientes x e y, 
definida en el campo D. 
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En forma simbólica una función de dos variables se representa así: 
z = / (x, y), z = F ( x , y ), etc. 

Una función de dos variables puede expresarse por medio de una 
tabla o analíticamente mediante una fórmula (como se ha hecho en 
los cuatro ejemplos examinados). La fórmula permite formar la tabla 
de los valores que toma la función para cada par de valores de las 
variables independientes. Para el ejemplo i se puede formar la 
siguiente tabla: 

S — xy 


X 

y 

0 

1 

1,5 

2 

■ 

3 

i 

0 

1 

1,5 

2 

3 

2 

0 

2 

3 

4 

6 

3 

0 

3 

4,5 

6 

9 

4 

0 

4 

6 

8 

12 


En la tabla el valor de la función S se encuentra en la inter- 
sección de los renglones y columnas correspondientes a los valores 
buscados de x e y. 

Si la dependencia funcional z = f (x, y) resulta de las medicio- 
nes de la magnitud z durante el estudio experimental de un fenó- 
meno, obtenemos la tabla en que z se determina como función de dos 
variables. En este caso, la función se da sólo mediante la tabla. 

La función de dos variables igual que la función de una sola 
variable puede no estar definida para todos los valores arbitrarios 
de x e y. 

Definición 2. El conjunto de los pares (x r y) de los valores de 
x e y, para los cuales está definida la función z — } (x, y ), se llama 
dominio de definición o dominio de existencia de la función. 

El dominio de existencia de una función puede ser interpretado 
geométricamente. Si cada par de valores, x e y, lo representamos 
mediante un punto M (x, y) en el plano Oxy , el dominio de defini- 
ción de la función será representado por el conjunto de puntos en 
este plano. Llamemos también a este conjunto de puntos, dominio 
de definición de la función. En particular, todo el plano Oxy puede 
ser este dominio. En lo ulterior los dominios de definición que 
estudiaremos estarán constituidos por las partes del plano limitadas 
por unas líneas . La línea que limita el dominio dado se llama frontera 
de este dominio. Los puntos del dominio que no pertenecen a la 
frontera se llaman puntos interiores del dominio. Todo dominio 
integrado solamente de puntos interiores se llama dominio abierto. 
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Un dominio que incluye también los puntos de la frontera se llama 
dominio cerrado. 

El dominio se llama acotado , si existe una magnitud constante C 
tal que la distancia entre todo punto M del dominio y el origen de 
coordenadas sea menor que C : | OM | <C C. 

Ejemplo 5. Hallar el dominio natural de definición de la función 

z — 2x—y. 

La expresión analítica 2x — y tiene sentido para todos los valores de x e y. Por 
consiguiente, el dominio natural de definición de esta función coincide con todo 
el .plano Oxy. 


Ejemplo 6. 


z — ~\J 1 — x 2 — y 2 . 


Para que z tenga un valor real es preciso que el número subradical no sea 
negativo, es decir, x e y deben satisfacer a la desigualdad: 

1 — x 2 — y 2 >-0 ó x 2 -|- y 2 1. 

Todos los puntos M (x, y), cuyas coordenadas satisfacen a la desigualdad 


Fig. 165 


indicada se sitúan dentro del círculo de radio 1 y centro' ubicado en el origen 
de coordenanadas, así como en la frontera de este círculo. 

Ejemplo 7. 

z=ln (x-f y). 

Gomo los logaritmos están determinados sólo para los números positivos, 
debe existir obligatoriamente la desigualdad: 

x4-y>0 ó y > — x. 

El dominio natural de definición de la función z es por consiguiente, 
el semiplano situado por arriba de la recta y ~ — x, excluyendo la propia 
recta (fig. 165). 

Ejemplo 8. El área S de un triángulo es una función de la base x y la altu- 
ra y: 
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El dominio de definición de esta función, es evidentemente el dominio 
x > 0, y > 0 (puesto que la base y la altura del triángulo pueden ser expresadas 
solamente por números positivos). Notemos, que el dominio de. definición 
de la función examinada no coincide con el dominio natural de definición 
de la expresión analítica, que determina a esta función, puesto que el dominio 

natural de definición de la expresión ^ ocupa, evidentemente, todo el plano Oxy. 

La definición de función de dos variables, puede extenderse fácil- 
mente al caso de tres y más variables. 

Definición 3. Si a todo conjunto estudiado de valores de las 
variables x, y, z, . . u, t corresponde un valor determinado dé la 
variable w ,- entonces esta última es función de las variables indepen- 
dientes x, y, z, . . u, t , es decir: w = F (x, y, z, . . u, t) o w — 
= / {x, y, z, . • u , t), etc. 

Análogamente al caso de una función de dos variables, existe el 
dominio de definición de la función de tres, cuatro y más variables. 

Por ejemplo, el dominio de definición de una función de tres 
variables es un conjunto de ternas de números ( x , y, z). 

Observemos que cada terna de números define un punto M (x, y, z) 
en el espacio Oxyz. Por tanto, el dominio de definición de una fun- 
ción de tres variables es un cierto conjunto de puntos en el espacio. 

De manera análoga se puede determinar el dominio de difinición 
de una función de cuatro variables u = f (x, y, z, t), como un 
sistema de los conjuntos de cuatro números {x, y , z, t). — 

Sin embargo, es imposible dar una simple determinación geomé- 
trica del dominio de definición de la función de cuatro o mayor 
cantidad de variables. 

La función de tres variables analizada en el ejemplo 2, está 
definida para todos los valores de x, y, z. La función de cuatro varia- 
bles está analizada en el ejemplo 4. 

Ejemplo 9. 

w — -[/ 1 — x 2 — y 2 — 2 2 — u 2 . 

Aquí, w es una función de cuatro variables x, y, z, u , definida para los 
valores de las variables que satisfacen a la correlación: 

1— x 2 — y 2 — z 2 — u 2 >0. 

§ 2. REPRESENTACION GEOMETRICA DE UNA FUNCION 
DE DOS VARIABLES 

Sea la función: 

z = f (x, y), (1) 

definida en el dominio G del plano Oxy (este dominio puede ocupar, 
en particular, todo el plano), y Oxyz, un sistema de coordenadas 
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cartesianas en el espacio (fig. 166). En cada punto ( x , y) del domi- 
nio G levantemos una perpendicular al plano Oxy y marquemos en 
ésta un segmento igual a / ( x , y). Así obtenemos en el espacio un 
punto P de coordenadas x , y, z — f (x, y). 

El lugar geométrico de los puntos P, cuyas coordenadas satisfa- 
cen a la ecuación (1), se llama gráfica de la función de dos variables. 

Del curso de Geometría analítica sabemos que la ecuación (1) 
determina una superficie en el espacio. Así la gráfica de una función 




de dos variables es una superficie cuya proyección sobre el plano | 
Oxy, es el dominio de definición de esta función. Cada perpendicular j 
al plano Oxy corta la superficie z — f (x, y) no más que en un solo j 
punto. | 

Ejemplo. Por la Geometría analítica sabemos que la gráfica de la función I 
z — x 2 -f- y 2 es un paraboloide de revolución (fig. 167). ] 

i 

Observación. Es imposible dar la representación geométrica en j 
el espacio de la gráfica de una función de tres o más variables. \ 

i 

§ 3. INCREMENTO PARCIAL Y TOTAL DE LA FUNCION ) 

j 

Examinemos la curva PS de intersección de la superficie \ 

z = / (*, y) j 

con el plano y = const, paralelo al plano Oxz (fig. 168). 

Puesto que y es constante en todos los puntos del plano indicado, 
z variará a lo largo de la curva PS sólo en función de x. Demos a la 
variable independiente x un incremento Ax, entonces el incremento 
correspondiente de z recibirá el nombre de incremento parcial de z 
respecto a x que designemos con el símbolo A x z (el segmento SS' en 
la figura 168), así que: 

A x z = / (x + Ax, y) — / (x, y ). (1) 

Análogamente, si x es constante y damos a y un incremento Ay, el 
incremento correspondiente de z recibirá el nombre de incremento 
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parcial de z respecto a y que designemos con el símbolo A y z (el seg- 
mento TT' en la figura 168): 

A ¡ ,z = f (x, y + Ay) — (f ( x , y). (2) 

La función recibe el incremento Aj ,z «a lo largo de la curva» de 
intersección de la superficie z = f (x, y) con el plano x = const, 
paralelo al plano Oyz. 

Por último, si damos simultáneamente un incremento Ax a la 
variable a: y un incremento A y a la variable y obtenemos el incre- 



Fig. 168 

mentó correspondiente de z, Az, que se llama incremento total de la 
función z y que se determina por la fórmula: 

Az = / (x + Ax, y + Ay) — f (x, y). (3) 

El incremento Az está representado por el segmento QQ' en la 
figura 168. 

Notemos que, en general, el incremento total no es igual a la 
suma de incrementos parciales, es decir, Az =¿= A x z + A y z. 

Ejemplo: z = xy. 

\ x z = (x -f Ax) y — xy — yAx, 

A v z — x{\i- i r Ay)~xy—xAy, 

Az = (x -f Ax) (y -f Ay) — xy — yAx -f xAy + AxA y. 

Para x — i, y = 2, Ax = 0,2, Ay =0,3, tenemos: A x z = 0,4, A„z = 0,3, 
Az = 0,76. v 

De manera semejante se determinan los incrementos parciales 
y total de la función de cualquier número de variables. Así, para 
una función de tres variables u = f (x, y , ¿) tenemos: 

A x u = / (x + Ax, y, t) — / (*, y, t ), 

AyU = f (x, y -r Ay, t) — / {x, y , t), 

A t u = f (x, y, t - f- A t) — / (x, y, t), 

Au = / {x -f Aj:, y + Ay, t + At) — f (x, y, t ). 


18—601 
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§ 4. CONTINUIDAD DE LA FUNCION DE VARIAS VARIABLES 

Introduzcamos un concepto auxiliar muy importante, que es la 
vecindad de un punto dado. 

Se llama vecindad del punto M 0 (x 0 , y 0 ) de radio r al 
conjunto de todos los puntos ( x , y), que satisfacen a la desigualdad: 
V(x~ xof + (y — yo) 2 < r, es decir, el conjunto de todos los 



puntos que se encuentran dentro de un círculo de centro M 0 ( x 0 , y 0 ) 
y radio r. 

Guando decimos que la función f (x, y) tiene cierta propiedad 
«cerca del punto y o)»i o «en la vecindad del punto ( x 0 , z/ 0 )», esto 
significa que existe un círculo de centro en el pujito ( x 0 , yo) de tal j 
manera que en todos los puntos del mismo se cumple la propiedad j 
dada de la función. j 

Antes de pasar al estudio de la continuidad de una función de 
varias variables, examinemos el concepto de límite de la función ¡ 
le varia$ variables*). Sea dada la función: j 

z = f (x, y ), 

definida en un cierto dominio G del plano Oxy. 

Examinemos cierto punto M 0 ( x 0 , yo) que se encuentra en el 
interior, o en la frontera del dominio G (fig. 169). 

Definición 1. Si para todo número e >0, existe un número r >* 0 
tal que para todos los puntos M ( x , y), cuando cada punto M (x, y) 
tiende a M 0 (ar 0 , y 0 ), se cumple la desigualdad MM 0 <Zr, entonces 
el número A se llama límite de la función / ( x , y) y tiene lugar la 
desigualdad: 

\f (x, y) — A | < e. 


*) En adelante estudiaremos, principalmente, las funciones de dos varia- 
bles, puesto que el examen de las funciones de tres y más variables no agrega 
ningún elemento nuevo y sólo dificulta adicionalmente el problema desde el 
punto de vista práctico. 
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Si el número A es el límite de la función f {x, y) cuando 
M ( x , y) -v M 0 ( x 0 , z/ 0 )i se escribe: 

lím f(x, y) = A. 

X -*■ x 0 

V Uo 

Definición 2. Sea M 0 (.ro, yo) el punto que pertenece al dominio 
de definición de la función f (x, y). Se dice que la función z = f (x, y) 
es continua en el punto M 0 (x 0 , 1 / 0)1 si se cumple la igualdad: 

lím f(x, y) — f(x o, y 0 ), (1) 

X x 0 

y -* u o 

cuando el punto M ( x , y) tiende arbitrariamente al punto M 0 ( x 0 , y 0 ) t 
permaneciendo en el interior del dominio de definición de la función. 

Si ponemos x = x 0 + Ax,. y = y 0 + A y, entonces la ecua- 
ción (1) se puede escribir así: 

lím / (x 0 + Az, y 0 + A y) = f ( x 0 , y 0 ) (1') 

Ax -*• 0 
Ay -*■ 0 

Ó 

lím [/ (x 0 + Ax, y o + A y)—] ( x 0 , y 0 )] = 0. (1") 

Ax -+■ O 
Ay o 

Ponemos Ap = Y {Ax) 2 + (Az/) 2 (véase fig. 168). Cuando 
Aí-v 0 y Ai/ 0, Ap -> 0; recíprocamente, si Ap -*■ 0, entonces 
Ax 0 y Ay — *- 0. 

La expresión encerrada entre corchetes en la igualdad (1") es el 
incremento total A z de la función z. Por consiguiente, se puedé 
escribir la igualdad (1") en la forma: 

lím Az = 0. (i'") 

ap -*■ o 

Una función, continua en cada punto de un cierto dominio, se 
llama continuá en este dominio. 

Si la condición (1) no se cumple en cierto punto N (# 0 , 1 / 0 ) éste 
se llama punto de discontinuidad de la función z = / (x, y). Demos 
algunos ejemplos en que la condición (1') no se cumple: 1) z = 
— f (x, y) está definida en todos los puntos de cierta vecindad del 
punto N (a: 0 > I/o)* excepto el mismo punto N ( x 0 , i/ 0 ); 2) la función 
z = f (x, y) está definida en todos los puntos de una vecindad del 
punto N {x Q , y o), pero no existe el límite lím / (x, y); 

x-yxo 
y-*v o 

3) la función está definida en todos los puntos de la vecindad 
N ( x Q , y 0 ) y existe el límite: lím / (x, y), 

x-yxo 

y-*yo 
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lím f(x, y) =¡t=f {x Q y 0 ). 


Ejemplo 1. La función 


: X 2 -f y 2 


es continua para todos los valores de x e y, es decir, en cada punto del plano Oxy . 
En efecto, cualesquiera que sean los números x e y, Ax y Ay, tenemos: 

A z = [(x -J- Ax) 2 + (y -f- Ai/) 2 ] — [x 2 + y 2 ] = 2xAx + 2yAy Ax2 -f Ay 2 , 

por tanto, 

lím Az = 0. 

Ax-»0 

A¡/-*0 

Demos ahora un ejemplo de la función discontinua. 

Ejemplo 2. La función 

_ 2xy 

X 2 -j~ y2 

está definida en todos los puntos, excepto en el punto x— 0, y = 0 (fig. 170, 171). 

Examinemos los valores que toma z en los puntos situados sobre la recta 
y — kx (A: = const). Es evidente que para todos los puntos de la recta: 


x2 -f k*X* 1 4 _ ¿2 


= const, 


es decir, sobre cada recta que pasa por el origen, de coordenadas, la función 
z tiene un valor constante, que depende del coeficiente angular k de esta recta. 







Fig. 170 


Fig. 171 


Por eso el valor límite de la función z depende del camino que recorra el punto 
(x, y) cuando este punto (x, y) en el plano Oxy tiende al origen de coordenadas, 
lo que significa que la función / (x, y) no tiene límite. Por consiguiente, la fun- 
ción es discontinua en este punto. No se puede hacer una determinación adicional 
de esta función en el origen de coordenadas para convertirla en continua. 
Es fácil ver, por otra parte, que en todos los demás puntos esta función es con- 
tinua. 
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Indiquemos sin demostración algunas importantes propiedades de 
la función de varias variables, continua en el dominio cerrado 
y acotado. Estas propiedades son semejantes a las de la función de 
una variable y continua en el segmento (véase § 10, cap. II). 

Propiedad 1. Si una función / ( x , y, . . .) está definida y es 
continua en el dominio D cerrado acotado, entonces en este dominio 
existe por lo menos un- punto N (ar 0 , yo, . • .) tal, que para todos 
los demás puntos del dominio se cumpla la correlación: 

/ (*o, yo, •••)>/ y, • • •)> 

y existe por lo menos un punto N (x 0 , y 0 ) tal que para todos los 
demás puntos del dominio se cumpla la correlación: 

f(x o, Üo, ♦.♦)</(*, y , • • •)• 

El valor de la función / (;r 0 , y 0i ...) = M se llama valor máximo 
y/ (^o> y o, • • •) — m se llama valor mínimo de la función / ( x , y , ...) 
en el dominio D. Esa propiedad también se puede formular de otro 
modo. Una función continua en un dominio D cerrado y acotado 
alcanza por lo menos una vez el valor máximo M y una vez el valor 
mínimo m. 

Propiedad 2. Si una función / (x, y , . . .) es continua en un 
dominio D cerrado y acotado, siendo M y m los valores máximo 
y mínimo de la función en el dominio mencionado, entonces para 
cualquier número p,, que satisface a la condición m < p, < M, 
existirá en el dominio un punto N* ( x 0 *, y 0 *, . . .) tal que se cum- 
pla la igualdad: 

1(4, y*o, = 

Corolario de la propiedad 2. 

Si la función / (x, y, . . .) es continua en un dominio cerrado 
y acotado y toma valores tanto positivos como negativos, existi- 
rán en el interior del dominio unos puntos tales en los que la función 
/ (x, y, . . .) se anula. 

§ 5. DERIVADAS PARCIALES DE LA FUNCION DE VARIAS 
VARIABLES 

Definición. El límite de la razón del incremento parcial 
A x z respecto a x , en relación al incremento Ax, cuando Ax tiende 
a cero se llama derivada parcial respecto a x de la función z = 

= / (x, y)- 
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La derivada parcial respecto a í de la función z = f (x, y) se 
designa por uno de los símbolos siguientes: 


z*; fx(z, y); 

De tal modo, según la definición: 
dz 


df_ 

dx 


= lím Ail = Hm /(^+ Ax, y) 

Ax -*■ 0 &.X Ax -*■ 0 &.X 


Análogamente, la derivada parcial respecto a y de la función 
z == / ( x , y) se determina como el límite de la razón del incremento 
parcial de la función A y z respecto a y , en relación al incremento A y, 
cuando A y tiende a cero. La derivada parcial respecto a y se designa 
por uno de los símbolos siguientes: 


Así, 


Z (/7 fy’i 


dz _ 

dy ’ 


df_ 

dy 


dz 

dy 


lím V == lím f( x > y + ^ — L fe y) . 

a u o A y Ay -* o Ai/ 


Observemos que A x z se calcula manteniéndose i/ invariable 
y A^z, manteniéndose a: invariable; se llama deriühda parcial de la 
función z — f (x, y), respecto a x, a la derivada de esta función respec- 
to a x , calculada en la suposición de que y es constante. Se llama 
derivada parcial de la función z = f (x, y), respecto a y, a la derivada 
de esta función respecto a y, calculada en la suposición de que x es 
constante. 

De la definición formulada se deduce que las reglas para calcular 
las derivadas parciales son las mismas que se utilizan para calcular 
la derivada de las funciones de una variable; es preciso, solamente, 
tener en cuenta, respecto a qué variable se busca la derivada. 


Ejemplo 1. Hallar las derivadas parciales 
z — x 2 sen y. 

Solución. 


dz dz 

-~-—2xsen y: — — = x 2 cos y. 
dx dy 

Ejemplo 2. 

z=xv. 


dz 


dy 


de la función 


dz y. 

s¿ =llxV ’ 

-|A=:xfMnx. 

dy 


Aquí 
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Las derivadas parciales de una función de cualquier número 
de variables se hallan de manera análoga. Por ejemplo, si tenemos 
la función u de cuatro variables x , y , z, t: 


entonces: 


u — f ( x , y , z, t ) , 


du lf __ /(x-f- Ax, y, z, t) — f (x, y, z, t ) 
a — - lim » 

a* -*■ o Ax 

lím ffa y + Ay, z, t)—f(x, y, z, ¿) ^ 

% Ay -*■ o 


Ejemplo 3. 


Ay 


a = x 2 -f- í / 2 -f- £¿z 3 , 


-^-=2x-j-íz 3 ; -^- = 2 {/; -^- = 3xfz2; -^ = .rz 3 . 

dx dy . az ot 


Sea 


§ 6. INTERPRETACION GEOMETRICA 
DE LAS DERIVADAS PARCIALES 
DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 

z = f{x, y) 


una ecuación de la superficie representada en la figura 172. 

Tracemos el plano x = const. La intersección de este plano 
con la superficie determina la curva PT. Examinemos en el plano 
Oxy un punto M (x, y) para x dado. Al punto M le corresponde el 
punto P (x, y, z), de la superficie z = / (x, y). Manteniendo x inva- 
riable, demos a la variable y un incremento Ay = MN — PT ' • 
La función z recibirá el incremento A y z — TT' [al punto N (x, y + 
+ Ay) corresponde el punto T (x, y + Ay, z + A y z) de la super- 
ficie z = / (x, y)]. 

La razón es igual a la tangente del ángulo formado por la 
secante PT con la dirección positiva del eje Oy: 


A,,z 


Ay 

Por consiguiente, el límite: 


tg TPT. 


lím A “ z 


dz 


Ay — o Ay dy 




i ■;- ;,- t * *' K "*r r rc m 
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es igual a la tangente del ángulo (3 formado por la línea tangente PB 
a la curva PT en el punto P con dirección positiva del eje Oy: 

dz . a 

*“ tgfi - 

r dz 

Por tanto, el valor numérico de la derivada parcial - 5 — es igual 

óy 


ly'X /y 

'ít ~7H 


Fig. 172 

a la tangente del ángulo dé inclinación de la línea tangente a la curva 
definida por la intersección de la superficie z — f (z, y) con el pla- 
no x = const. 

, dz 

De modo semejante el valor numérico de la derivada parcial 

es igual a la tangente del ángulo a formado por la línea tangente 
a la curva definida por la intersección de la superficie z = f (x, y) 
con el plano y — const. 


§ 7. INCREMENTO TOTAL Y DIFERENCIAL TOTAL 

Según la definición de incremento total de la función z = f (x, y), 
tenemos (§ 3, cap. VIII): 

A z = f (x -f Ax, y + Ay) —f (x, y). (1) 

Supongamos que la función / (x, y) tiene derivadas parciales 
continuas en el punto estudiado (x, y). 

Expresemos Az mediante las derivadas parciales. Sumando 
f (x, y -j~ Ay) al segundo miembro de la ecuación (1) y restando 
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esta expresión, tenemos: 

Az = [/ (x + te, y + A y) — f ( x , y + Ay)] + [/ (x, y + A y) — / (x, y)]. (2) 
El segundo sumando, 

f {x, y + A y) — f (x, y), 

comprendido entre corchetes, puede considerarse como la diferen- 
cia entre dos valores de una función de una sola variable y (el valor 
de x permanece constante). Aplicando el teorema de Lagrange a esta 
diferencia, tenemos 

f(x, y + \y)~ f(x, y) = Ay (3) 

dy 

donde y está comprendida entre y e y -j- A y. 

Del mismo modo, el primer sumando de la ecuación (2) puede 
ser considerado como la diferencia entre dos valores de una función 
de una sola variable x (el segundo argumento permanece constante 
e igual a y -f A y). Aplicando a esta diferencia el teorema de 
Lagrange, tenemos: 

i(x+Ax, y+Ay)-j{x, y + Ay)=Ax l±M , (4) 

ox 

donde x está comprendida entre 

x y x + te. 


Introduciendo las expresiones (3) y (4) en la ecuación (2), obte- 
nemos: 


te = te 


df {x, y + A y) 


Ai/ 


df(x, y) 


( 5 ) 


dx dy 

Según la hipótesis, las derivadas parciales son continuas, de donde: 


lí m d f fo y + A ^) = d/ (x, y) 

ax-+o dx dx 

A?/-° _ /gv 

lím d/(s, y) = df(x, y) 
ax o dy dy 

Ay -*■ 0 

puesto que x e y están comprendidas primero entre x y x + Ax f 
y segundo, entre y e y + A y, entonces x e y tienden a x e y, respecti- 
vamente, cuando te — 0 y Ay — 0. Por consiguiente se puede 
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escribir las ecuaciones (6) en la forma: 


df (x, y + A y) df (x, y) 


dx 

df(x, y) 


dx 

df(x, y) 


+ Yn 


dy 


dy 


? 2 , 


( 6 ') 


donde las magnitudes yi y Y 2 tienden a cero, cuando Ax y A y tienden 
a cero (es decir, cuando Ap — Y Ax 2 + Ay 2 — ► 0). 

En virtud de las igualdades (60 la expresión (5) tomará la forma: 


A z 


df{x, y) 
dx 


Ax 


df(x, y) 
dy 


A y + Yi Ax + y 2 Ay . 


(50 


La suma de los dos últimos términos del segundo miembro es una 
infinitesimal de orden superior con relación a Ap — Y Ax 2 -f Ay 2 . 

YiA-z Q p ara o puesto que Yi es una 

Ax I 


En efecto, la razón 


Ap 


Ax 


infinitesimal, y — , una magnitud acotada 


Ap 


1 . De modo 


semejante se comprueba que 


y%Ay 


Ap 


-> 0 . 


La suma de los dos primeros términos es una expresión lineal 
respecto a Ax y Ay. Cuando f' x (x, y) ¥= 0 y f' y (x, y) 0, esta expre- 
sión es la parte principal del incremento, diferenciándose de Az 
en una infinitesimal de orden superior con relación a 


Ap = V Ax 2 -f- Ay 2 . 


Definición. La función z '= / (x, y), se llama derivadle en el pun- 
to dado (x, y), si su incremento total (A^z) en este punto puede ser 
presentado en forma de una suma de dos términos entre los cuales el 
primero es una expresión lineal respecto a Ax y Ay, y el segundo, 
una infinitesimal de orden superior con relación a Ap. La parte 
lineal del incremento se llama diferencial total y se designa por el 
símbolo dz o df. 

De la igualdad (5') se deduce que, si la función / (x, y) tiene 
derivadas parciales continuas en el punto dado, entonces la función 
es derivable en este punto y su diferencial total es 

dz = f x (x, y) Ax + f„ (x, y) Ay. 

Podemos escribir la igualdad (5') en la forma: 

Az — dz YiAx + Y 2 Ay, 
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y con la precisión de hast ainfinitesimales de orden superior con rela- 
ción a Ap se puede escribir la siguiente igualdad aproximada : 

A z ~ dz. 

Los incrementos Ax y A y de las variables independientes se llaman 
difereticiales de las variables independientes x e y y se designan 
respectivamente por dx y dy. Entonces, la expresión de la diferen- 
cial total toma la forma: 

dz — — dx -f- dy. 
dx dy 

Por consiguiente, si la función z — f (x, y) tiene las derivadas 
parciales continuas, ésta es derivable en el punto (x, y) y su dife- 
rencial total es igual a la suma de los productos de las derivadas 



Fig. 173] 


parciales, multiplicadas por las diferenciales de las variables 
independientes correspondientes. 

Ejemplo 1. Hallar la diferencial total y el incremento total de la función 
z — xy en el punto (2; 3), para Ax = 0,1, Ay = 0,2. 

Solución. 

Az = (x-f Ax) (y -f- Ay) — xy — yAx +xAy ¡- Ax Ay, 
dz dz 

dz = — — dx 4- — — dy — y dx -f x dy ~ y Ax -j- xAy. 
dx dy 

Por consiguiente, 

Az — 3*0,1 + 2 -0,2 4 0,1 -0,2 = 0,72; 
dz = 3-0,1 -1-2-0, 2 = 0,7. 

La figura 173 ilustra este ejemplo 1. 

Los razonamientos y definiciones anteriores pueden extenderse, 
de modo correspondiente, a las funciones de cualquier número de 
argumentos. 
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Sea w = / {x, y, z, u, . . ., t), una función de cualquier número 

de variables en la que todas las derivadas parciales , . . ., — 

dx dy ót 

son continuas en el punto (x, y, z, u, . . ., ¿), la expresión: 


dw 


df 


dx 


dx 


W-dy + ^t- dz+ ... +^t-dt 
dy dz dt 


será la parte principal del incremento total de la función y se lla- 
mará diferencial total. Del modo semejante que en el caso de una 
función de dos variables se puede demostrar que la diferencia 
A w — dw es una infinitesimal de orden superior con relación 
a V (Az) 2 + (Ay 2 ) + . . . + (A/) 2 . 

Ejemplo 2. Hallar la diferencial total de la función u = e * 2 +v ¿ sen 2 z, 
de tres variables x, y, z. 

Solución. Observando que las derivadas parciales 

- = e x2 ^~ y2 2x sen 2 z, 
dx 

-4— — e x2 ~^ y2 2y sen 2 z, 

dy 


du 

dz 


— e x2Jry2 2 sen z eos z = e x2 ^~' j2 sen 2z 


son continuas para todos los valores de x , y, z, tenemos: 

du =4r— dx -f-?— dy dz — e x2Jry2 (2x sen 2 z dx-\-2y sen 2 z dy-j-sen 2z dz). 

dx oy dz 


§ 8. APLICACION DE LA DIFERENCIAL TOTAL 
PARA CALCULOS APROXIMADOS 

Supongamos que la función z — f (x, y) es deriváble en el punto 
(x, y). Hallamos el incremento total de esta función: 


A z = / (x + Ax, y + Ay) — f (x, y), 


de donde: 


/ (x -f Ax, y + Ay) = f (x, y) + Az. 

(1) 

ya la fórmula aproximada: 


Az «í dz 

(2) 

, d f A , d f * 

dz — — — Az -j Ay. 

(3) 

dx dy 



donde: 
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Sustituyendo A z en la fórmula (1) por la expresión desarrollada 
para dz, obtenemos la fórmula aproximada: 

/ (x + A¿, y + Ay) stf / (x, y) -f ^ ^ Ax -f d ^ x ’ ^ Ay, (4) 

ó# dy 

en la que el error se expresa en unas infinitesimales de orden supe- 
rior respecto a Áx y A y. 

Mostremos cómo se usan las fórmulas (2) y (4) para realizar 
cálculos aproximados. 

Problema. Calcular el volumen del material necesario para fabricar un vaso 
cilindrico de las dimensiones siguientes (fig. 174): 

radio interior del cilindro, /?; 
altura interior del cilindro, H ; 
espesor de las paredes y del fondo del vaso, k. 



Solución. Demos dos soluciones del problema: la exacta y la aproximada 
a) Solución exacta. El volumen buscado v es igual a la diferencia entre 
los volúmenes de los cilindros exterior e interior. Como el radio del cilindro 
exterior es R -f- k, y la altura es H -f k, tenemos: 

y = n (R + k)* (H + k) — jiRW, 
ó 

v = ji(2RHk-\-R*k + Hk* + 2Rk2 + kZ). (5) 

Ir) Solución aproximada. Designemos por / el volumen del cilindro interior; 
entonces, / = nR 2 ff. Esta es una función de dos variables, R y H. Si aumenta- 
mos en k las magnitudes R y H, la función / recibirá el incremento A/, el cual 
constityue el volumen buscado v, es decir, v — A/. 

En virtud de la expresión (1), tenemos una igualdad aproximada: 
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Puesto que 


tenemos: 


4¡r=2nJRH, = H = k, 

Óti OH 


v sfc; n (2 RHx -f- R 2 k) . 


( 6 ) 


Comparando los resultados (5) y (6) vemos que éstos se diferencian en una 
magnitud n ( Hk 2 -f- 2Rk 2 k 3 ), compuesta solamente por términos que con- 
tienen k al cuadrado y al cubo. 

Apliquemos estas fórmulas en los ejemplos numéricos. 

Sean R — 4 cm, H — 20 cm, k = 0,1 cm. Aplicando (5), obtenemos el volu- 
men exacto: 


v = jx( 2-4-20 0, l-f-42-0, l-j-20-0, 1* + 2-40, l 2 -f 0,13) = 17, 881n. 
Aplicando (6), obtenemos el volumen aproximado: 

v (2-4.20-0,1 +4 2 -0,l)= 17,6 jx. 

Por consiguiente, mediante la fórmula aproximada (6) obtenemos una 
respuesta con un error inferior a 0,3n, lo que constituye 100- %, es decir. 


menos del 2% del valor medido. 


17,881n 


§ 9. UTILIZACION DE LA DIFERENCIAL 
PARA EVALUAR EL ERROR DE CALCULO 

Sea u — / (x, y , z, . . t), una función de las variables x , y , 

z, . . ., t. 

Supongamos que la evaluación de los valores numéricos de las magni- 
tudes x, y, z, . . t se hace con cierto error correspondiente a Ax, 
Ay, . . ., Ai. En este caso, el valor de u, calculado a base de los 
valores aproximados de los argumentos, será también determinado 
con cierto error Au 

Au = f (x-\- Ax,y + A y, . . ., z+ Az, t + At) — f (x,y, z, . . ., t). 

Cuando los errores Ax , Ay, . . At son conocidos, podemos 
evaluar también el error Au. 

Siendo los valores absolutos de las magnitudes Ax, Ay, . ; . 
. . . , A t, suficientemente pequeños podemos sustituir el incremento 
total por la diferencial total y obtener la igualdad aproximada: 

Au « ~ — Ax -}- — Ay -f- . . » + — — At, 
dx dy dt 


Aquí los valores de derivadas parciales y errores de los argu- 
mentos pueden ser tanto positivos como negativos. 

Sustituyéndolos por los valores absolutos, obtenemos la des- 
igualdad: 


I AuJ< 


df_ 

dx 


I A*| + 


df_ 

dy 


I Ay | -j- ... + 


dt 


Ai I. 


( 1 ) 


Utilización de la diferencial para evaluar el error de cálculo 287 

Designando por | &*x |, | A*z/ |, . . ., | Á*u | los errores 
absolutos máximos de las magnitudes correspondientes (límites 
de los valores absolutos de los errores) se puede, evidentemente, 
admitir: 


AV|. (2> 


df 

|A*x|+ |A*y|+ ■ 

. + dí 

dx 

dy 

dt 


Ejemplos 

1. Sea: u = x y -j-z, entonces; 

¡ A* a | = | A*s j -j- 1 A*y ] - 7 - j A*z |. 

2. Sea: u=x — y, entonces: 

| A*u | — | A*x | -f- 1 A*y |. 

3. Sea: u — xy , entonces: 

| A*u \ = \x | | A*y [-f| y | | A*x |. 

X 

4. Sea: u = — entonces: 

y 


| A *u J ----- 


x i A * i _ 1 y 1 |A*g|-f l g 1 1 A*y'| 

7/2 I J 1 7/2 


5. Sean la hipotenusa c y el cateto a del tri ángulo rectángulo ABC deter- 
minados con ios errores absolutos máximos: | A *c | = 0,2;-« | A *a | — 0.1. 
Tenemos c — 75 y a — 32 respectivamente. Determinar el ángulo A por la fór- 
mula sen ^4=-^- y el error absoluto máximo | AA |, al calcular el ángulo A. 

Solución. Sen A-—- , /4 = arcsen — ; por tanto: 
c c 

dA 1 dA ^ a 

d a ~|/ c 2 — a 2 óc c ~[/ c 2 — a 2 

Según la fórmula (2), tenemos: 

|a3| = — — 0,1 + -0,2 — 

V(75) 2 — (32) 2 75 V(75) 2 — (32) 2 

= 0,00275 radianes = 9'38". 


De tal 'modo: 


A — arcsen — ± 9'38". 
75 


6. Determinado el cateto b — 121,56 m y el ángulo A — 25°21 , 40" de 
un triángulo rectángulo ABC ; los errores absolutos máximos cometidos en el curso- 
de la evaluación de estas magnitudes son respectivamente 1 A *b | = 0,05 m 
y ¡ A* A | = 12". 

Determinar el error absoluto máximo cometido en el cálculo del cate- 
to a por la fórmula a = btgA . 


■1 
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Solución: Según la fórmula (2): 

|A*a| = |tgA||A*¡>|+-¿¿L-|4*^|. 

Sustituyendo los valores correspondientes (y expresando | A*^4 | en radia- 
nes), tenemos: 


| A*a| = tg25 o 21'40"-0,05 


121,56 


12 


eos 2 25°21'40" 206 265 
= 0,0237 + 0,0087 = 0,0324 m. 

La razón del error kx de cierta magnitud respecto al valor 
aproximado de x se llama error relativo de esta magnitud. Designé- 
moslo por S:r. 

OX = — . 

X 

La razón del error absoluto máximo respecto al valor absoluto 
de x se llama error relativo máximo de la magnitud a: y se designa 
por |ó*£ |: 

TT- (3) 

m 


6x\ = 


Para evaluar el error relativo máximo de la función u, divida- 
mos los miembros de la igualdad (2) por | u | = | / ( x , y, z, t) | 
respectivamente: ^ 



dfi 


df 

' | A*u|,_ 

dx 

1 A*z| + 

dy 

•yT M 

f 

í 


I Ay|+ ... -f 


df 


dt 


Ai i 


(4) 


Pero, 


dx 


dx 


ln|/|; 


df_ 

dy 


, -S5 ln|/Ii - 


df_ 

dt 


f 


dt 


ln|/|. 


Por consiguiente la igualdad (3) se puede escribir en la forma: 


bu I = 




A .z j + 


I 


|Ay|+ . 


+ 




Ai I • . . , 



o, más brevemente: 


ó*i¿ 


A*ln | / | . 


(5) 

( 6 ) 
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De las fórmulas (3) y (5) se deduce que el error relativo máximo 
de una función es igual al error absoluto máximo del logaritmo de 
esta función. 

De la fórmula (6) obtenemos las reglas utilizadas en los cálcu- 
los aproximados. 

1. Sea u — xy. Utilizando los resultados del ejemplo 3, tenemos: 


6*u 


\x\\ A*r| . |y|| A*y| | A*z| | Ay | 


xy | 


xy I 


y 


ü* x | -b 1 ó*y |, 


es decir, el error relativo máximo de un producto es igual a la suma 
de los errores relativos máximos de los factores. 


x 


2. Seaw = — , utilizando los resultados del ejemplo 4, tenemos: 

y 

1 6*w 1= | b*x | -f 1 6*y |. 

Observación: Del ejemplo 2 se deduce que si u = x — y, tenemos: 

I^LA^I + IAVj. 


Si los valores de x e y son cercanos entre sí puede ocurrir que 
| ó*íí ¡ sea muy grande en comparación con la magnitud buscada 
x — y . Esta circunstancia debe tenerse en cuenta durante los 
cálculos. 


Ejemplo 7. El período de oscilación de un péndulo és 

T=2nJ/^l, 

donde: l es el largo del péndulo; g, la aceleración debida a la fuerza de gravedad. 

Calcular el error relativo de la determinación de T por la fórmula enunciada, 
poniendo: re «í 3,14 (con la precisión de hasta 0,005), l ~ lm (con la 
precisión de hasta 0,01m), g~ 9,8 m/seg 2 (con la precisión hasta de 0,02 m/seg 2 ). 
Solución: El error relativo máximo según la fórmula (6) será: 

| 6*T | = | A* ln y |. 

Pero, 

ln T— ln 2 -fin ln l — ^ In g. 


Calculemos |A* ln T |. Teniendo en cuenta que: xc « 3, 14, A*.n = 0,005, 
l = 1 m, A*Z = 0,01 m, g = 9,8 m/seg 2 , A *g = 0,02 m/seg 2 , obtenemos: 


A* ln 7 = 


A*n 

it 


A *1 


21 


A *g 0,005 0,01 0,02 

2 g ~ 3,14 + 2 '2-9,8 


0,0076. 


Así, el error relativo máximo es: 

6*T = 0,0076 = 0,76%. 
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§ 10 DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA. 
DERIVADA TOTAL 

Supongamos que en la ecuación 

z = F (u, v) (1) 

u y u son funciones de las variables independientes x e y: 

u = cp (x, y ); v = t|) {x, y). (2) 

En este caso z es una función compuesta de las variables x e y. 
Por supuesto, se puede expresar z directamente en función de x e y 

z = F U p ( x , y), t|) ( x , y)]. (3) 

Ejemplo 1. Sea 

z = u 3 y 3 -f-u-{-l; u = x 2 4 - y 2 ; v = e x+ y- -j-1; 

entonces, 

z = (x 2 + y 2 ) 3 (e x +i/+ 1) 3 + (x 2 + y 2 ) -f 1. 

Supongamos que las derivadas parciales de las funciones 
F ( u , v), (p (.r, y), tj) (x, y) son continuas respecto a todos sus argu- 

dz dz 

mentos y calculemos y a partir de las ecuaciones (1) y (2), 

sin recurrir a la igualdad (3). 

Demos al argumento x un incremento Ax, manteniendo inva- 
riable el valor de y. En virtud de la ecuación (2}, u y v recibirán 
incrementos A x u y A x v respectivamente. 

Pero si u y v reciben los incrementos A x u y A x v , la función z — 
— F ( u , v ) también recibirá el incremento A z determinado por la 
fórmula (5'), § 7, cap. VIII: 

. dF . . dF . . . . A 

Az = —— A x u + — — A x v + vi A x u + y 2 A x v. 
ou av 


Dividamos todos los términos de esta igualdad por Ax : 


Az 


dF A v u , dF A x v 


Ax 


du Ax dv Ax 


Vi 


A 


Ax 


y 2 


A x v 

Ax 


Si Ax — 0, también A x u ->0 y A x v 0 (en virtud de la con- 
tinuidad de las funciones u y v). Pero, en este caso Yi y V 2 igualmen- 
te tienden a cero. Pasando al límite para Ax 0, obtenemos: 


r Az 
1 1 rn - — 

Ax o Ax 


dz 


dx 


lím 
Ax -► 0 Ax 


A v u du 


dx 


lím 

Ax->0 Ax 


A x v dv 


dx 


lím Yi = 0; 

Ax -*■ 0 


lím Y 2 = 0 

Ax -*• 0 
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y, por tanto, 

dz dF du , dF dv 

- — = j . (4) 

dx du dx dv dx 

Si damos un incremento A# a la variable y, conservando x inva- 
riable, obtenemos análogamente: 


dz dF du dF dv 
dy du dy dvdy 


( 4 ') 


Ejemplo 2. 

z = ln (u2-J-t>); u~e x ^ y2 , v = x* -j-y; 

dz 2 « . _£z 1 . 

du u 2 -{- v ' dv u 2 -f- v 

te ae x +V*. 2ye x + yi \ -^-=2x; 

dx dy dx 



Utilizando las fórmulas (4) y (4'), tenemos: 


dz 2 u 

dx u 2 -f- v 
dz 2 u 

dy « 2 -j- v 


e x + y * + 
2 ye x+yi 


1 


J2*- 


u 2 -J- v 


U 2 4- V 


2 

u 2 + y 

1 

u 2 + y 


(u<? *+í/ 2 _|_ x ), 

( 2 uye*+ y 2 -|-l). 


Las fórmulas (4) y (4') se generalizan naturalmente para un 
mayor número de variables. 

Por ejemplo, si w = F ( z , u , y, sj es una función de cuatro argu- 
mentos z, u , v , $, y cada uno de éstos depende de a: e y, las fórmu- 
las (4) y (4') toman la forma: 


dw 

dw 

— A 

dw 

du 

dw 

— H 

dw 

ds 

dx 

dz 

dx 

du 

dx 

^~dv 

dx 

ds 

dx 

dw 

dw 

dz 

dw 

du 

dw_ 

°e_ 4 

dw 

ds 

dy 

dz 

~dy~ 

du 

dy 

h dv 

d V 

ds 

dy * 


Si la función z = F (x, y , w, t>) es tal que las variables y, w, v 
dependen, a su vez, del argumento x: 

y — f (x); u = <jp (a:); i? = tj) (a:), 

entonces, z, en esencia, es función de una sola variable x, y se pue- 

dz 

de, por tanto, hallar la derivada - 5 -. 

dx 
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Esta derivada se calcula por la primera de las fórmulas (5)i 

dz dz dx . dz dy ,dzdu dz dv 

dx dx dx dy dx* du dx dv dx ’ 

pero, como y , u, v no dependen más que de una sola variable x , las 
derivadas parciales correspondientes son de hecho las derivadas 
dx 

ordinarias; además, -j- = 1, por tanto: 


dx 

dz dz dzdy dz du dz dv 
dx dx'dydx'dudx'dvdx 


( 6 ) 


La última se llama fórmula para el cálculo de la derivada total 
^ ^a diferencia de La derivada parcial 
Ejemplo 3. 

z=x2_i_^/y t y — senx. 


dz 


= 2x; 


dz 


dx ’ dy 
Según la fórmula (6) tenemos 
dz dz dz dy 

dx dx r dy dx 


2 y y 


dy 

dx 


~ eos X. 


>2x- 


2 Vy 


— eos x — 2x -}- 


2 ~[/ sen ; 


, eos x. 


§ 11. DERIVADA DE UNA FUNCION DEFINIDA IMPLICITAMENTE 

Comencemos el análisis de este problema con el estudio de la 
función implícita de una sola variable*. Sea y una función de x 
definida por la ecuación 

F (x, y) = 0 

comprobemos el teorema siguiente. 

Teorema. Sea y una función continua de x definida implícitamen- 
te por la ecuación 

F ( x , y) = 0 

donde F ( x , y), F x ( x , y ), Fy (a:, i/) son funciones continuas en cierto 
dominio D que contiene el punto (a;, y), cuyas coordenadas satisfacen 
a la ecuación (1); además , en este punto F' y ( x , y) 0. Entonces 
la función y de x tiene la derivada : 

y) 


í/x = 


i/)* 


*) En el § 11 del capítulo III hemos resuelto el problema de derivación 
de las funciones implícitas de una variable. Hemos examinado algunos ejemplos, 
sin obtener la formula general para hallar la derivada de la función implícita. 
Tampoco hemos aclarado las condiciones de existencia de esta derivada. 
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Demostración. Supongamos que a un cierto valor de x correspon- 
de un . valor de la función y. Aquí 

F {x, y) = 0. 

Demos a la variable independiente x un incremento Ax. La 
función y recibe el incremento A y, es decir, al valor x + Ax del 
argumento le correspondo el valor y Ay de la función. En virtud 
de la ecuación F (x, y) = 0 tenemos: 

F (x + Ax , y + Ay) = 0. 

Por tanto, 

F (x -f Ax, y -f- Ay) — F (x, y) = 0. 

El primer miembro de la última igualdad que es el incremento 
total de la función de dos variables, en virtud de la fórmula (5') 
§ 7 se puede escribir 

dF dF 

F (x -f Ax, y -f Ay) — F ( x , y) = — — Ax -f — Ay y t Ax + y 2 Ay, 

ox dy 

donde Yi y y 2 tienden a cero, cuando A£ 0 y Ay — 0. Como el 
primer miembro de la última expresión es igual a cero, se puede 
escribir 


dF dF á 

Ax -1 Ay -f yi Ax + y 2 Ay = 0. 

ox dy 


Ay 

Dividamos la igualdad obtenida por Ax y calculemos ~~ : 


Ax 


dF 

dx 


+ Yi 


dF 

dy 


+ 72 


Aproximemos Ax a cero. Teniendo en cuenta que Yi y Y 2 tam- 

dF 

bien tienden a cero y que — — =^= 0, obtenemos como el límite: 

dy 


dF 



(1) 


dy 

Hemos demostrado la existencia de la derivada y' x de la fun- 
ción definida implícitamente y hemos obtenido la fórmula para 
calcular esta derivada. 
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Ejemplo 1. La ecuación 

x 2 •-}- y 2 — 1=0 

define y como función implícita de x. Aquí: 

F(s, y) = x 2 + y2-U ~ = 2x; -^-=2y. 

Por consiguiente, según la fórmula (1): 

dy 2x x 

dx 2 y y 


Observemos que la ecuación dada define dos funciones distintas [puesto 
que a cada valor de x en el intervalo ( — 1, 1) corresponden dos valores de y J; 
sin embargo, el valor hallado de y' x es válido para ambas funciones. 

Eiemplo 2. Sea la ecuación 

e y e X_^_ X y — O. 

Aquí: 


F (x, y) = eV — e x -\-xy % 


dF 

dx 


- e*+y ; 


dF_ 

9y 


ey + x. 


Por tanto, según la fórmula (1) obtenemos: 


dy _ , — e x -\-y ^ e x —y 

dx ey -\-x eV -\-x’ 


Examinemos ahora la ecuación del tipo 

F (x, y , z) - 0. (2) 

Si a cada par de números x e i/, pertenecientes a cierto dominio, 
le corresponden uno o varios valores de z que satisfacen a la ecua- 
ción (2), ésta define implícitamente una o varias funciones unívocas 
z de x e y. 

Por ejemplo, la ecuación 


x 2 + ^ 2 + z 2 - R 2 = 0 

define implícitamente dos funciones continuas z de x e y, que 
pueden expresarse explícitamente, resolviendo la ecuación respecto 
a z; en este caso obtenemos: 

z — Y^R 2 — x 2 — y 2 y z— — Y R 2 — £ 2 — y 2 . 


Hallamos ias derivadas parciales y de la función implí- 
cita z de x e y definida por la ecuación (2). 
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Para buscar , supongamos que y es constante. Por eso, pode- 
mos utilizar aquí la fórmula (1), considerando z como una fun- 
ción de la variable independiente x. Por tanto: 



dF 

dx 

JT ’ 

dz 


De modo semejante hallamos: 


2 U = 


Aquí es natural suponer que 


dz 


dF 


dF 

dz 


dF 


Del mismo modo se definen las funciones implícitas de cualquier 
número de variables y se calculan las derivadas parciales de las 
mismas. 


Ejemplo 3. 

* 2 +y 2 +z 2 — £*=0, 

dz 2x x dz y 

dx 2 z z ’ dy z 

Derivando esta función como si fuera explícita (resolviendo esta ecuación 
respecto a z), obtenemos el mismo resultado. 


Ejemplo 4. 


Aquí 


e z + x*y -j- z 5 = 0. 

F ( x , y, z) — e z -\-x^y-\-z-\- 5, 
dF _ - dF dF 

-BF = 2xv ’ S7= x + u 


dz __ dz x^ 

dx e z -j— 1 ’ dy e z -f-1 ' 

Observación: Todos los razonamientos del párrafo anterior los 
hemos realizado, suponiendo que la ecuación F ( x , y) — 0 define 
cierta función de una variable y — <p (x), y la ecuación F ( x , y, z) — 
= 0, define cierta función de dos variables z — f (x, y). Indique- 



5" ' - 

/■r.í- 


;.. \ 7^-x-r • 

t y~c ’ • -■ . 


v?y> ■ yr^gpcs n gy ^ yf g '. 
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mos sin demostración la condición que debe satisfacer la función 
F ( x , y) para que la ecuación F (x, y) — 0 defina la función unifor- 
me y = (p (re). 

Teorema. Sea la función F ( x , y), continua en la vecindad 

del punto '(a: 0 , y o) y que tenga derivadas parciales continuas , siendo 
F' v {x, y) =j¿= 0; suponiendo también que F (ar 0 , yo) — 0. Entonces 
existe una vecindad que comprende el punto ( x Q , y 0 ) donde la ecuación 
F ( x , y) — 0 define la función uniforme y — (p (x). 

El teorema análogo se cumple también para las condiciones 
de existencia de la función implícita definida por la ecuación 
F (x, y, z) = 0. 

Observación. Al deducir las reglas de derivación de las funcio- 
nes implícitas, hemos aprovechado las condiciones que determinan 
la existencia de las funciones implícitas. 

§ 12. DERIVADAS PARCIALES DE DIFERENTE! ORDENES 

Sea z = f (x, y) una función de dos variables independientes. 

Las derivadas parciales — f x ( x , y) y = f y ( x , y) son, 

en general, funciones de las variables x e y. Por eso, éstas también 
pueden tener derivadas parciales. Por consiguiente, las derivadas 
parciales de segundo orden de una función de dos variables, son 

cuatro , puesto que cada una de las funciones y puede ser 

dx dy 

derivada tanto respecto a x , como respecto a y. 

Las derivadas parciales de segundo orden se designan así: 
d 2 z 

f" xx (x, y)', donde / se deriva sucesivamente dos veces res- 


dx 1 

d 2 z 


dx dy 
d 2 z 


dy dx 


d 2 z 


pecto a x; 

fxy (x, y)\ donde / se deriva primero respecto a x, luego el 
resultado se deriva respecto a y ; 

— f"yx{x, y)', donde / se deriva primero respecto a y, luego 


el resultado se deriva respecto a x; 


—Qpr—fyy (x, y)‘> donde / se deriva sucesivamente dos veces res- 
pecto a y. 

Las derivadas de segundo orden se pueden derivar de nuevo, 
tanto respecto a x, como respecto a y; como resultado obtenemos 



•- ; . ? 
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derivadas de tercer orden. Es evidente que serán ocho: 

d 3 z d 3 z d 3 z d 3 z 


dx 3 

tfz 


dz 

dx 2 dy ’ 
d 3 z 


dx dy dx 
d 3 z 


dy dx 2 dy dx dy dy dx 


dx dy 2 

d 3 z 
dy 3 


En general, la derivada parcial de n-ésimo orden es la primera 

d n z 

derivada déla derivada de ( n — l)-ésimo orden. Por ejemplo, --^ p - — ¿ 

es derivada de w-ésimo orden. Aquí, la función z está derivada, pri- 
mero, p veces respecto a x y luego n — p veces respecto a y. 

De manera igual se definen las derivadas parciales de órdenes 
superiores para la función de cualquier número de variables. 

Ejemplo 1 . Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la función 
/ (z, y) — x 2 y + y 3 - 
Solución. 


= 2 xy\ 


df 

dx 

• 

dx 2 y ' dx dy 


dy 

d 2 f 


= x3-f 3f ) 2 \ 
d (2xi /) 


dy 

d 3 z 


Ejemplo 2. Hallar 
Solución. 

-^L = y 2 e xj ¡ _2xy 3 ] 
dz 


— 2x\ 
d 3 z 


53 / _d(x2±3y3)_ d 2 i 

dy dx x ’ dy 2 ~~ by ' 


dx 2 dy J dy dx 2 ’ 

d 2 z 
c 2 

d 2 z 


si z — y 2 e x -\- x 2 y 3 -\- 1. 


d 3 z 

= u2 e x\2u 3 \ — — — 

dx 2 dx 2 dy 


= 2ye x + 6y 2 . 


~—2ye x -\-6xy 2 ; - 


Sy *+ 3X W’ dy dx 

Ejemplo 3. Hallar — ~ — , , si u = z^e x+l ’ í . 

dx 2 dyaz 

Solución. 


d 3 z 

dy dx 2 


— 2ye x -\-%y 2 . 


du 


7 2„x+V 2 - 


d 2 u 




d 3 u 


’2yz 2 e 


2„x+V 2 


d*u 


= 4 yze x + v \ 


dx _ ’ dx 2 ’ dx 2 dy ~ a ’ dx 2 dy dz 

Es natural plantear el problema: ¿si el resultado de derivación 
de la función de varias variables depende o no del orden de deriva- 
ción respecto a distintas variables? Es decir, serían, por ejemplo, 
idénticamente iguales las derivadas: 

* y 


a 2 / 


dx dy 


dy dx 


d z f{x, y , t) 
dx dy dt 


d 3 f (x, y , t) 
dt dx dy 


etc. 
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Demos la respuesta en forma del teorema siguiente. 

Teorema. Si la función z — f (x, y) y sus derivadas parciales f ' x , 
f' v , fxy y fyx están definidas y son continuas en el punto M (x, y) como 
también en cierta vecindad de este punto , entonces en este punto : 


d 2 f d 2 f 
dx dy dy dx 



Demostración. Analicemos la expresión 
A = [f (x + Ax, y + Ay) — f (x + Ax, i/)l — 1/ (x, y + A y) — 

— /(*> y)h 

Si introducimos una función auxiliar q> (x), determinada por 
la igualdad 

<P (x) = f (x, y + Ay) —f (x, y), 

, se puede escribir A en la forma: 

A — <p (x -f- Ax) — <p (x). 

% 

Según la hipótesis, f' x está definida en la vecindad del punto (x, y). 
Por consiguiente, tp (x) es derivable en el segmento (x, x + Ax), 
y aplicando el teorema de Lagrange, obtenemos: 

A = Axq/ (x), 

donde x está comprendida entre x y x + Ax. 

Pero, 

<p' (x) = fx (x, y + Ay) — f x (x, y). 

Puesto que f xy está definida en la vecindad del punto (x, y ), f x 
es derivable en el segmento [y, y + Ay]; por eso, aplicando el teore- 
ma de Lagrange a la diferencia obtenida (respecto a la variable y ), 
tenemos: 

f'x ( x , y A- Ay)— f' x (x, y) = Ayf xy (x, y), 

donde y está comprendida entre y e y + Ay. 

Por tanto, la expresión primitiva para A es igual a 

A = Ax Ayf'y (x, y). (1) 

Al cambiar el orden de los términos medios, obtenemos: 

A = If (x -f Ax, y + Ay) —f (x, y + A y)]—lf (x + Ax, y)—f (x, y) J. 
Introduzcamos la función auxiliar: 

(y) = / ( x + Ax, y) —f (x, y). 

Entonces: 

A = (y + Ay) — tJ) (y). 
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Aplicando otra vez el teorema de Lagrange, tenemos: 

A = Ayi|? (y) 

donde y está comprendida entre y e y + Ay. 

Pero, 

$ (y) =f'A x + Ax, y) — f'y (x, y). 

Aplicando una vez más el teorema de Lagrange, obtenemos: 
fv (x + Ax, y) — /; (x, y) = Ax/;¿ X (x, y), 

donde x está comprendida entre x y x + Ax. 

Así, la expresión primitiva para A se puede escribir en la forma: 

A = Ay Ax/" X (x, y). (2) 

Los primeros miembros de las igualdades (1) y (2) son iguales 
a A, por consiguiente son iguales también los segundos miembros, 
es decir, 

AxAy/" (/ (x, y) = AyAx/" y (x, y), 

de donde 

fxy(x, y)=fvx(z, y)- 

Pasando en esta ecuación al límite, cuando Ax 0 y Ay ->■ 0, 
obtenemos: 

— 

lím /;' (x, y) = lira y). 

A* -*• 0 Ax -*■ 0 

Ay 0 Ay -*■ 0 

Como las derivadas f xv y son continuas en el punto (x, y), 
tenemos: 

lím f' y (x, y) = f" y (x, y) y lím f yx (x, y)=/" x (x, y). 

Ax -*■ 0 . Ax -* 0 

Atf -+ 0 Ay -*■ 0 

En definitiva: 

íxy (x, y) = f yx (x, y) 
y queda así demostrado el teorema. 

El corolario del teorema demostrado es: si las derivadas parcia- 
d n f d n f 

dx k dy n ~ k ^ dy n ~ k dx k 

d n f d n f 


les 


, son continuas, entonces: 


dx h dy n ~ h 


dy 


n— fe 


dx 


Un teorema análogo es válido para la función de cualquier 
número de variables. 






J 









¥'? 

S : 


Ejemplo 4. Hallar 
d 3 u 


d 3 u 


Solución. 

du 


dx dy dz dy dz dx 


d 2 u 


, si u = e xy sen z. 


= i/e*ysenz; ^ — — = e x y sen z4-xye xy sen z*=e xv (l-f-xy) sen z; 
¿?x ox ay 

•JwTz ~ e * u (i+xu) 003 z; -w~ z ‘ Xtt sen zi ■£rk~ x ‘ xy cos *• 


d 3 u 


dy dz dx 


— ¡= e xy cos z -f- xye x v cos z = (1 -f- xy) eos z. 


Por lo tanto 


d 3 u 


d 3 u 


dx d y dz dy dz dx 

(véase, además, los ejemplos 1 y 2 de este párrafo). 

§ 13. SUPERFICIES DE NIVEL 

Supongamos que en el espacio (x, y , z) existe un dominio D en 
el cual está dada la función 

u ~ u (x t y , z). (1) 

Suele decirse en este caso que en el dominio D está dado el 
campo escalar. Si, por ejemplo, u ( x , p, z) designa la temperatura 
en el punto M (x, y , z), se dice que está dado el campo escalar de 
temperaturas. Si el dominio D ha sido llenado con líquido o gas y la 
función u (x, y, z) designa la presión, se trata del campo escalar 
de presiones, etc. 

Examinemos los puntos del dominio D , donde la función u (x, y , z) 
tiene un valor constante c: 

u (x, y, z) = c. ' (2) 

El conjunto de estos puntos forma una superficie. Al tomar otro 
valor de c, obtenemos otra superficie. Estas superficies se llaman 
superficies de nivel. 

Ejemplo i. Sea 

z2_ 

iT 


uit 

u ( x * y » 2 ) — + g~ i 


el campo escalar. 

Las superficies de nivel serán: 

.íL + JÍ . 

4 + 9 + 16 ’ 

es decir, elipsoides cuyos semiejes son 2 ~\/ c, 3 *]/c, 4 ~[/c. 
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Si u es función de dos variables x e y: 

u — u(z, y ), 

las «superficies» de nivel serán ciertas líneas en el plano Oxyi 

u{x, y) = c (2') 

que se llaman líneas de nivel. 

Si ponemos los valores de u a lo largo del eje Oz : 

Z = u(x, y), 

las líneas de nivel en el plano Oxy serán proyecciones de las líneas 
que se obtienen en la intersección de la superficie z — u (x, y) con 




los planos z = c (fig. 175). Conociendo las líneas de nivel, es fácil 
estudiar el carácter de la superficie z — u ( x , y). 

Ejemplo 2. Determinarlas líneas de nivel de la función z = 1 — x 2 — y 2 . 
Las líneas de nivel serán las líneas representad as por la ecuación 1 — x 2 — y 2 = 
= c. Estas son circunferencias de radio i — c (fig. 176). En particular, 
cuando c — 0, obtenemos la circunferencia x 2 + y 2 — 1. 


§ 14. DERIVADA SIGUIENDO UNA DIRECCION 

Examinemos la función u — u (x, y, z) y el punto M ( x , y, z) 
dados en el dominio D. Del punto M tracemos el vector S, cuyos 
cosenos directores son eos a, eos (3, eos y (fig. 177). Analicemos un punto 
Mi [x + Aar, y + Ay, z + A z) sobre el vector S a una distancia 
As de su origen. Entonces: 


As = V A 2 2 -J- A y 2 -f Az 2 . 



Supongamos q\ie la función u (x, y, z) es continua y tiene deriva- 
das continuas respecto a sus argumentos en el dominio D. Análoga- 
mente a lo hecho en el § 7, representemos el incremento total de la 
función así: 

Aí¿ = Ax + Ay -f- — Az + e t Ax 4- e 2 A y -{- e 3 Az, (1) 
donde e*, e 2 y e 3 tienden a cero, cuando As->0. Dividamos todos 


ver 

/Ax 

w 




Fig. 177 


Fig. 178 


los miembros de la igualdad (1) por As: 

A u du Ax , du Ay , du Az , Ax , '■fty Az 

= b • — - — - H (— e* — - + 8o — — 4- Sq 

As dx As dy As dz As As As As 

Es evidente que 


= eos a. 


= eos P, 


= eos y. 


Por tanto, la igualdad (2) se puede escribir en la forma: 

A u du ' du n , du 
— — = 5- eos a + — eos p + — eos y 4- 
As dx dy dz ' 

4- EiCoset -f- e 2 cos P -f- e 3 cos y. (3) 
El límite de la razón para As -> O se llama derivada de la fun- 
ción u — u (x, y, z) en el punto (x, y, z), siguiendo la dirección del 

vector S, y se designa por , es decir, 

ds 

,, A u du ... 

lim = . (4) 

As o As ds 
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De este modo, pasando al límite en la igualdad (3), obtenemos: 
du du . du du 

= —cosa + — cosp + —eos v. (5) 

ds dx dy dz r 

De la fórmula (5) se deduce que, conociendo las derivadas par- 
ciales, es fácil hallar la derivada siguiendo cualquier dirección S- 
Las propias derivadas parciales se presentan como caso particular 
de la derivada según la dirección. Así por ejemplo, para a = 0, 

P-=y, Y — yr * tenemos: 

du du _ , du 3i , du Jt du 

ai=5í cos0 + ^ cos 2+aí cos 2=§í- ■ 


Ejemplo. Sea la función 


u = x 1 -f- y 2 -f z 2 . 


Hallar la derivada , en el punto M( 1, 1, 1): 
os 

a) siguiendo la dirección del vector — 2i 4-J*+3fc; 

b) siguiendo la dirección del vector <S 2 = i + J + k. 
Solución, a) Hallemos los cosenos directores del vector « 

? 2 

eos a = — - — — — , 

V 4+1 + 9 V 14 


COS P = ; 


eos y = — — = 

y i4 


Por consiguiente, 


du du 2 du 1 du 3 
ds t ~~dx yi4 +_ dy" yí4 + dz Y 14 

Las derivadas parciales en el punto M (1, 1, 1) son' 

4í- = 2x,-|2- = 2„,-^- = 2, ; 

dx dy dz 

=2, (■^ L ') =2, (—■) = 
V da: y m V di/ /m V dz J M 


du _____ 2 2 i 2 1 1 2 3 _ 12 

yi4 'y í 4 yí4 yi4 

b) Hallemos los cosenos directores del vector S 2 : 

1 r 1 1 

cosa— — — , eos p = — — , eos y — — — 

y3 y3 ys 


■V .Vo»’' Vt’fc' ' •• ?• • t» vV .< '• «.• • - > •• •: •' ‘ V • * - - - íi ' V ” 

£:.*í-,v. ..... . V •- . • . • - - • 


Por tanto, 
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■ = 2~+2~+2~ = — Í==2 1/3. 
1/3 1/3 1/3 1/3 


Observemos que 


2y5> y!l (n8 - 178) - 


§ 15. GRADIENTE 

En cada punto del dominio D en que se da la función u = u ( x , y , z) 
determinemos un vector, cuyas proyecciones sobre los ejes de 

coordenadas son los valores de las derivadas parciales ^ ^ de 

dx dy dz 

esta función en el punto correspondiente: 

(1) 

Este vector se llama gradiente de la función u ( x , y, z). Se dice 
que en el dominio D está definido el campo vectorial de gradientes. 
Demostremos ahora el teorema que determina la relación entre 
el gradiente y la derivada siguiendo la dirección. 

Teorema. Sea el campo escalar u — u (x, y , z) en el que está 
definido el campo de gradientes 

, du . , du . , du ¥ 
gtad Ii = ^* + ^ J + 3 -fe. 

di¿ 

La derivada — siguiendo la dirección de un cierto vector S es igual 
ds 

a la proyección del vector grad u sobre el vector 8, 

Demostración: Examinemos el vector unitario S° que corres- 
ponde al vector S : 

S° = i eos a -fj-cosP eos y. 

Calculemos el producto escalar de los vectores grad «, y S°: 

i du , du du /ox 

gradu-S — — cosa + — cosp -f — eos y. (2) 

El segundo miembro de la igualdad (2) es la derivada de la 
función u (x, y, z) siguiendo la dirección del vector 8. 

Por consiguiente, se puede escribir: 

A a o du 

gTdidu-S = . 

ds 




^:K.. 




Gradiente 


305 


Si designamos por (p el ángulo entre los vectores grad u y S° 
, podemos escribir: 


t grad [eos <p 


du 


ds 


proyección *5° grad u 


du 


ds 


(4) 


Queda así demostrado el teorema. 

Partiendo del teorema demostrado, podemos establecer la relación 
entre el gradiente y la derivada en el punto dado siguiendo cualquier 
dirección. En el punto dado M (x, y r z) construimos el vector 



Fig. 179 



*~s 


u (fig. 180). Formemos una esfera en la cual el vector grad u 
es el diámetro. Tracemos el vector 8, partiendo del- punto M. 
Designemos por P el punto de intersección del vector S con la super- 
ficie de la esfera. Es evidente que MP = [ grad u | eos cp, si <p es 
el ángulo entre las direcciones del gradiente y el segmento MP 

^siendo <p *< — j , es decir, MP = . Está claro que si el vector S 

toma la dirección contraria, la derivada cambia de signo, pero su 
valor absoluto permanece invariable. 

Determinemos algunas propiedades del gradiente. 

1) La derivada en el punto dado , siguiendo la dirección del vec- 
tor 8, tiene el valor máximo , si la dirección del vector S coincide con la 
del gradiente. Este valor máximo de la derivada es igual a | grad u |. 
Esta afirmación es válida lo que se deduce directamente de la 

igualdad (3); — tiene el valor máximo, cuando <p — 0, en este caso: 


ds 


du 

ds 


= | grad u | . 


2) La derivada , siguiendo la dirección del vector , tangente a la 
superficie de nivel , es igual a cero. 

Esta afirmación se deduce de la fórmula (3). En efecto, en este 




20 -601 


] 
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caso: 

(p = , eos <p = 0 y = | grad u | eos (p = 0. 

^ ds 

Ejemplo 1. Sea la función:. 

U = x2-j- j/2_[_ 2 2, 

a) Determinemos el gradiente en el punto M (1, 1, 1). La expresión del 
gradiente de la función dada en el punto arbitrario será: 

grad u — 2 xi + 2y J + 2 zk. 

Por consiguiente, 

(grad u) M = 2i + 2«/ + 2fc, \ grad u \ M = 2~[/S. 

b) Determinemos la derivada de la función u 
en el punto M (1, 1, 1) siguiendo la dirección del 
gradiente. Los cosenos directores del gradiente serán: 

2 1 

eos a = 



eos ¡3 = 

Por consiguiente, 
du 


l/22-f22 + 22 1/3 

1 1 

eos 7 = 


1/3 


1/3 ' 


ds 2 1/3 +2 l/3 +2 l/3 


5" =21/3. 


es decir. 


du 

ds 


Observación. Si u 
el vector 


: | grad u |. 

u ( x , y) es una función de dos variables 


. du . . du . 
eniu-^ + gg, 

está en el plano Oxy. Demostremos que grad u es perpendicular a la 
línea de nivel u ( x , y) = c, la cual se halla en el plano Oxy y pasa 
por el punto correspondiente. En efecto, el coeficiente angular 

¡I ' x 

de la tangente a la línea de nivel u ( x , y) =c será igual a k i == r . 


El coeficiente angular k 2 del gradiente es igual a k 2 =-4-. Es evi- 

u x 

dente que k t k 2 = — 1, lo que comprueba que nuestra afirmación 
es válida (fig. 181). La propiedad análoga del gradiente de una 
función de tres variables será establecida en el § 6 del capítulo IX. 

Ejemplo 2. Hallar el gradiente de la función (fig. 182) en 

el punto M (2, 4). 



r 
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Solución. Aquí: 


Por tanto, 


du .o du 2 8 

~fa — x Im- 2, ^—3 * 


8 

grad u = 2*-f-— 


La ecuación de la línea de nivel (fig. 183) que pasa por el punto dado será: 

a 2 y* _ 22 
2 + 3,“ 3 * 




§ 16. FORMULA DE TAYLOR PARA UNA FUNCION 
¡ DE DOS VARIABLES 

i 

Supongamos que una función de dos variables 
j z = f (x, y) 

1 es continua, lo mismo que todas sus derivadas parciales de orden 
hasta ( n + 1) inclusive en cierta vecindad del punto M ( a , b). 
j Entonces se puede representar la función de dos variables, al igual 

| que se hizo en el caso de la función de una variable, (véase § 6, 

cap IV), como la suma de un polinomio de rc-ésimo grado, desarrolla- 
do según las potencias enteras de ( x — a) e {y — b ) y un resto. 
Demostremos después que para n = 2, esta fórmula tiene la forma: 

f ( x , y) = A 0 + D (x~a)-i-E (y-b )- f 

+ i (x - af + 2 B ( x-a)(y-b) + C(y - bf] + fi 2 , (1) 

donde los coeficientes 24o, D, E, A, B, C no dependen de x e y, 
mientras que el resto R 2 tiene una estructura análoga a la del término 
complementario de la fórmula de Taylor para una sola variable. 

Apliquemos la fórmula de Taylor para la función / ( x , y) de una 
sola variable y, considerando x constante (hasta los términos de 

20 * 




J/at-W-rV J 

. y ' 


^■^srjBaffnar A a 


I 

i 






r."^ 


'"". : . • j 7 • :.-y%* 
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segundo orden): 

y) ==f (x, b) +¥-—^f y (x r 6)4- 


{y — bf^r M , (y — hf 4 ,„ , N 

fyy \ X f b) -|- fyyy \ x * *li)»- 


1-2 


1-2-3 


donde % — 6 4 ©i (y — b), 0 -< ©i <C 1- Utilizando la fórmula de 
Taylor, desarrollemos las funciones f (x, ó), f y (x, b), f" 1jy (x, b) según 
las potencias enteras de (x — a}, hasta las derivadas mixtas de 
tercer orden inclusive: 

f(x, b) = f (a, b) + — — — fx ( a » b) 4 
1 

+ 6) + fe), (3) 

1 * Z 1 * «* o * 

donde ii = x 4 ©2 ( x — a )i © < ©2 <C 1; 

fy(x, b) = f r (a, + 6) + ^f ír-fZAk, ti. (4) 

1 1 • 2 

donde | 2 = x 4 ©3 (# — a ), 0 C 0 3 < 1; 

x — a 


fyy {x, b) = fyy (a, 6)4 


fZxil 3 , b) r 


(5) 


donde | 3 = x 4 ©4 (2 — a); 0 <C 0 4 <C 1. 

Introduciendo las expresiones (3), (4) y (5) en la fórmula 
obtenemos: 

i (x. y) = / (a, fe) + (a, &) + & <«, 6) + 

1 1-2 

/'„(<*, 6) /»',(«. &) + 

1 

x — a 


(x af ... y b 

1-2-3 1 

(a: — a) 2 


12 


f yxx (ís 2) 6) 


(í/ - &) 2 


1-2 L 


fyy («, &) 4 


1 


/yux (^3> 6) 


4- 


, (y — b) 3 x 

4- 1 23 fyyy (*, n)- 
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Disponiendo los números como se indica en la fórmula (1), 
obtenemos: 

/(*, y)—ffc b) (x — a) f x (a, b) + {y — b) -f 

+ -‘ 6) + 2 (X- a) (9 -6)/", (o, 6) + 

+ {y-bffyy(a, i)] + ^r l(x-o)Y^(?.. b) + 

o! 

+ 3 <*-a) 2 <y-&)&fe b) + 3(x-a)(y-bfr " u ( fe ¡>) + 

+ (9 — bfj'ñ, (a, n )]. (6) 

Esta es la fórmula de Taylor para n = 2. La expresión 
Rz = -lrl(*-°) 3 f***(íi, b) + 3(x-a) 2 {y-b)fZ n Gz, b) + 

OÍ 

+ 3 (X - 0) (y - bffZyy fe b) + (9 - bffZyy (o, n)] 
se llama término complementario. Pongamos ahora x — a = Ax, 
y — b — Ay, Ap = Y (Aa:) 2 + (Ay) 2 , y transformemos /? 2 * 

D ^ f A^ r'" /f- 7 \ I O ^ y i'" m IA I 


1 A.r 3 A.r 2 Ai/ 

= ~ ^-JZxAlu ó) + 3^-^&(Í 2 , ó) + 
31 LAp 3 Ap 3 


+ 3^V&(!!, + ’l)l V- 

Ap Ap J 

Puesto que | A¿ | C Ap, | Ay j < Ap, y las terceras derivadas, según 
la hipótesis, son acotadas, el coeficiente de Ap 3 es limitado en el 
dominio examinado. Designemos este coeficiente por a 0 y escribamos: 

i?2 = «oAp 3 . 

La fórmula de Taylor (6) para n — 2 toma la forma: 
f(x, y) = / (a, b) + \xf x {a, b) -f Ayf y (a, b) -f 

+ j, [Ax 2 fxx (a, b) + 2 Aa: Ayf xu (a, b) -f A y% y {a, ó)) -j- a 0 Ap 3 . (6') 
Para cualquier n la fórmula de Taylor tiene una forma semejante. 


§ 17. MAXIMO Y MINIMO DE UNA FUNCION 
DE VARIAS VARIABLES 

Definición 1. Se dice que la función z —f (x, y) tiene un máxi- 
mo en el punto M 0 (x 0 , y 0 ) (es decir, cuando x — x 0 , e y = y 0 ) si 

/ (*o, yo) > / (*, y) 
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j 


para todos los puntos ( x , y) suficientemente próximos al punto 
(;r 0 , yo) Y distintos de este punto. 

Definición 2. De modo igual se dice que la función z = / (#, y) 
tiene un mínimo en el punto M 0 ( x Q , i/ 0 )> si 

/ (*o, y 0 ) < / (*» y) 

para todos los puntos (x, y) suficientemente próximos al punto 
(jjq, yo) y distintos de este punto. 

El máximo y el mínimo de una función se llaman extremos de 
esta función, es decir, la función admite un extremo en un punto 
dado, si tiene un máximo o un mínimo en esto punto. 




Ejemplo 1. La función 

^ — l) 2 -J- (y — 2)2 _ 1 

alcanza el mínimo para x = 1, y — 2, es decir, en el punto (1, 2). Efectiva- 
mente, / (1, 2) = — 1 y como (x — l) 2 y (y — 2) 2 son siempre positivos para 
x i, y 2, entonces: 

(x — l) 2 + (y — 2) 2 — 1 > — 1 

es decir, 

/(*, y»H lv 2). 

En la figura 184 se da la interpretación geométrica de este resultado. 

I 

Ejemplo 2. La función z —-^ — sen (z 2 -f y 2 ) admite un máximo cuando 

3 = 0, y = 0 (es decir, en el origen de ' coordenadas, véase la figura 185). 
En efecto 

/( », 0 ) = y. 


En el interior de la superficie z 2 -f y 2 = tomemos un punto ( x , y) 

JI 

distinto del punto (0, 0); entonces, para 0 < z 2 -}-y 2 <C- g- tenemos: 

sen (xz + y 2 ) >0 

y por eso 

f(x, = y — sen (x 2 -f y 2 )< y 
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es decir, 

f(x, y)<f( O, 0). 

La definición de máximo y mínimo de la función se puede 
formular del modo siguiente: 

Hagamos x = x 0 Aa;, y = z/ 0 + A y; entonces: 
f (, x , y) — f {xq, y o) = / (x 0 + Ax, y 0 + Ay) — / (x 0 , y 0 ) = A/. 

1) Si A/ <C O para todos los incrementos suficientemente peque- 
ños de las variables independientes, la función / ( x , y) admite un 
máximo en el punto M (x Q , y 0 ). 

2) Si A/ >* 0 para todos los incrementos suficientemente peque- 
ños de las variables independientes, la función / ( x , y) admite un 
mínimo en el punto M (x Q , yo). 

Estas definiciones son igualmente válidas para una función 
de cualquier número de variables. 


Teorema 1. (Condiciones necesarias para la existencia de un 
extremo). 

Si la función z = f (x, y) toma un extremo , cuando x — x 0 e y = 
— y o, entonces cada derivada parcial de primer orden de z o bien se 
anula para estos valores de los argumentos , o bien no existe . 

En efecto, demos a la variable y un valor determinado, y =■ y 0 . 
Entonces la función / (x, y 0 ) será la función de una sola variable x. 
Puesto que la función tiene un extremo (máximo o mínimo) cuando 

x = x 0 , por consiguiente, ^-j es igual a cero, o no existe. De 

\<jXJ jc— xo 

m0d 0 secante se puede que (-) estaco 

x=xq 
V—V 0 

ó no existe. 

Este teorema no es suficiente para estudiar el problema de la 
existencia de los valores extremos de la función. Sin embargo, si 
estamos seguros de que existen los extremos, este teorema nos permite 
hallar sus valores. En caso contrario es preciso hacer un estudio 
más detallado. 


Así por ejemplo, la función z—x 2 — y 2 tiene las derivadas -x—=-\-2x; 


-j— = — 2 y, que se reducen a cero cuando x = y = 0. 

Sin embargo, la función no tiene máximo ni mínimo para ios valores indi- 
cados. En efecto, esta función es igual a cero en el origen de coordenadas, 
mientras que en la vecindad inmediata de este punto, toma tantos valore posi- 
tivos como negativos. Por consiguiente, el valor cero no es máximo ni mínimo 

(fig. 186). 


dz dz 

Los puntos donde ^ = 0 (o no existe) y — = 0 (o no existe), 


se llaman puntos críticos de la función z = f (x, y). 


*rV r ' 
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Si la función alcanza el extremo en cualquier punto, esto puede 
tener lugar (en virtud del teorema 1) sólo en el punto crítico. 

Para estudiar las funciones en puntos críticos establezcamos las 
condiciones suficientes del extremo de una función de dos variables. 

Teorema 2. Sea f (x, y) una función definida en un dominio que 
comprende el punto M 0 {x 0 , y 0 ). Ésta función tiene derivadas parciales 



Fig. 186 

continuas de hasta tercer orden inclusive. Supongamos , además , que 
M 0 (x 0 , y 0 ) es un punto crítico de la función f (x, y), es decir. 


df(x 0 , y o) 


dx 


= 0 , 


df W yo) 


dy 


= 0 . 


Entonces , para x = x^, y — y Q : 

1) f (x, y) tiene un máximo , si - 

* 0 , y o) ó 2 / (x 0 , y 0 ) ( Ó 2 f(x 0 , y 0 ) Y d 2 f (x 6 , y 0 ) < Q 

\ dx dy ) dx 2 


dx 


dy 


2) / (x, y) tiene un mínimo , si 

d 2 f(x 0 , y 0 ) d 2 f (x & , y 0 ) _ ( d 2 f (x 0 , y 0 ) Y >Q d 2 f (x 0 , y Q ) > Q . 
dx 2 dy 2 \ dx dy ) dx 2 


dy * \ dx dy 

3) / (x, y) no tiene máximo ni mínimo , si 

d 2 f(x 0 , y o) d 2 f{x o, y 0 ) ( d 2 f(x 0 , IJ 0 ) 


dx“ 


dy 2 


( d 2 f (x o, y 0 ) Y < Q 
V dx dy / 


. . d ¿ j(x 0 y 0 ) d^f (x 0 y 0 ) (d z f (x 0 ,y 0 )y r 7 7 

4) si — 2- ; /° •- - , — — v ” - = 0 puede existir o no el 

dx 2 dy' 2 \ dx dy ) 

extremo (en este caso hace falta realizar estudios más detallados). 

Demostración. Escribamos la fórmula de Taylor de segundo 
orden para la función / (x, y) (fórmula (6) § 16). 

Haciendo 

a = x 0 , b = y 0 , x = x Q -f &x, y = y 0 + Ay, 
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tenemos: 

/fe+Ax, *, + A *)=/<*, 9») + — 




dx 


4- 


HWJá Aaf+2 g/fa. jjj ^ Ag+ 
da: 2 dx dy 


dy 


4~ a o 


donde Ap = ]/ Aa: 2 + Ay 2 y a 0 tiende a cero, cuando Ap -> 0. 
Según la hipótesis 


dj{x o, i/ 0 ) 


0, 


d/(*o, l/o) 


da: 

Por consiguiente, 

= í (*o + Aa:, y 0 -f Ay) — / (a; 0 , y 0 ) = 


% 


0. 


__lTj 

2! 1_ ó 


2 + 2 4v Ax A» |- 

da: dx dy dy 


Ay' 


l + a “ 


(Ap) 3 . (1) 


Designemos por A , 5, C los valores de las segundas derivadas 
parciales en el punto M 0 (a: 0 , y 0 ): 

(£L\ =A . (_ft) . f '^) =C . 

V dx 2 / m 0 ’ \dxdy) m 0 ’ \ dy 2 /m 0 

Designemos por cp el ángulo formado entre el eje Ox y la direc- 
ción del segmento MqM, donde M es el punto de coordenadas 
M (xq + Aar, y 0 + Ay); entonces 

Aa: = Ap coscp; Ay — Ap sen q>. 

Sustituyendo estas expresiones en la fórmula para A/, hallamos : 

1 

A/ = — ( Ap) 2 [A eos 2 <p -f 25 eos <p sen <p -f C sen 2 cp -f- 2a 0 Ap], ' (2) 

Supongamos que A 0. 

Dividiendo y multiplicando por A la expresión comprendida 
entre corchetes, obtenemos: 

A/ = -|(Ap) 2 X 


X 


(A eos cp.-f- B sen cp) 2 -f- (AC — B 2 ) sen 2 cp 


4- 2a 0 Ap 


(3) 


$ 

4 

4 


$ 

% 
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Examinemos ahora cuatro casos posibles: 

1) Sea AC — B 2 > 0, A < 0. Entonces, en el numerador de la 
fracción tenemos la suma de dos magnitudes no negativas. Estas 
no se anulan simultáneamente, puesto que el primer término se 

A 

reduce a cero cuando tgqp = =- , y el segundo, cuando sen qp == 0 . 

B 

Si A < 0, la fracción es igual a una magnitud negativa que 
no se reduce a cero. Vamos a designarla por — m 2 ; entonces: 

A/ = -| (Ap)*[- m 2 + 2 a 0 Ap], 


donde m no depende de Ap y a 0 Ap — > 0 cuando Ap — 0. Por tanto, 
para Ap suficientemente pequeño tenemos: 

A/ < 0 
ó 

/ ( x 0 + Ax, y 0 + A y) — / (x 0 , y 0 ) < 0. 

Pero, en este caso, para todos los puntos (x 0 + Ax, y 0 + A y) 
suficientemente próximos al punto (x 0 , y 0 ) tiene lugar la desigualdad 
/ (x 0 + Ax, y 0 + Ay) < / (x 0 , y 0 ), 
lo que significa que en el punto (a: e , y 0 ) la función / (x, y) toma 
un máximo. 

2) Sea AC — B 2 > 0 y A > 0. Razonando de modo semejante 
obtenemos: 


A/ = l(Ap) 2 [m 2 + 2a 0 Ap] 

Ó 

/ (x 0 + Ax, y 0 + Ay) > / (x 0 , y 0 ), 
es decir, / (x, y) toma un mínimo en el punto (x 0 , yo). 

3') Sea AC — B 2 < 0 y A >0. En este caso la función no tiene 
máximo, ni mínimo. La función crece a partir del punto (x 0 , yo), 
cuando seguimos unas direcciones, y decrece cuando seguimos 
las Otras. En efecto, al desplazarnos a lo largo del rayo <p = 0, 
tenemos: 


A/=-|(Ap) 2 [A +2a„Ap]>0; 

la función crece. Al desplazarse a lo largo del rayo qp = q>o tal que 

A 

tg<Po = — 5 -, para A > 0, tenemos: 

£5 



(Ap ) 2 


AC — B 2 


sen 2 <p 0 4* 2a 0 Ap 


< 0 ; 


la función decrece. 
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3") Sea AC — B 2 «< O y A < 0. Aquí la función no tiene máximo, 
ni mínimo. El estudio se realiza de manera igual que en el caso 3'. 

3"') Sea AC — Z? 2 <0yA = 0: Entonces B 0, y podremos 
escribir la igualdad (2) en la forma: 

1 

A/ = — ( Ap) 2 [sen qp (2 B eos qp + C sen qp) -f- 2a 0 Ap]. 


Cuando qp es suficientemente pequeño, la expresión (2 B eos qp + 
+ C sen qp) conserva su signo, puesto que se encuentra en la vecindad 
de 2 B, mientras que el factor sen qp cambia de signo, según sea qp 
mayor o menor de cero (después de elegir qp > 0 y qp <C 0, podemos 
tomar p suficientemente pequeño, de modo que 2a 0 no influya 
sobre el signo de la expresión entre corchetes). Por consiguiente, 
en este caso A / también cambia de signo, para diferentes qp, es decir, 
para diferentes Ax y Ay. Esto significa que la función no tiene 
máximo, ni mínimo. 

Así, cualquiera que sea el signo de A, siempre será válida la 
afirmación: 

Si AC — Z? 2 < 0 en el punto (;r 0 , y Q ), la función no tiene máximo 
ni mínimo en este punto. En este caso, la superficie que representa 
gráficamente esta función puede tener, por ejemplo, en la vecindad 
de este punto la forma de una silla de montar (véase la fig. 186). 
Se dice que la función tiene en este punto un míni-máx. 

4) Sea AC — B 2 — 0. En esté caso las fórmulas (2) y (3) no dan 
ninguna indicación respecto al signo de A/. Así, por ejemplo, para 
A # 0, tenemos: 



(A eos qp + B sen qp)' 


-f- 2a 0 Ap 


cuando qp = arctg r-g-J » signo de A / se determinará por 

el signo de 2a 0 y es necesario realizar una investigación especial 
(por ejemplo, mediante la fórmula de Taylor de orden superior 
o mediante algún otro procedimiento). De este modo el teorema (2) 
queda completamente demostrado. 


Ejemplo 3. Hallar el máximo y el mínimo de la función 
z = — xy + + 3x — 2y + 1 . 

Solución: 1) Hallemos los puntos críticos: 


dz 


— 2x- 


3; 


dz 


dx 3,1 dij 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 


= — x-f- 2 y — 2. 


2x — </ 4- 3 = 0, "» 

— x-\-2y — 2 = 0, / 


v 


■ - ' , • ■ . r-vr 


' 
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obtenemos: 


4 „ _ 1 

x — oí y q * 


3 ’ * 3 

2) Hallemos las derivadas de segundo orden en el punto crítico 
^ A ; Aj y determinemos la naturaleza de este punto crítico: 


A ~ dx 2 


d 2 z 


i; 


c= 


Q 2 z 


= 2 ; 


mínimo 


dx % 

AC — B* = 2 * 2 — ( — 1)2 = 3 > 0 . 

Por tanto, en el punto -j) la función dada tiene un 

que es igual a: 

4^ 

z mía 3 * 

Ejemplo 4. Hallar el máximo y el mínimo de la función: 

z = x s + y 3 — 3xy. 

Solución. 1) Hallemos los puntos críticos, utilizando las condiciones 
necesarias para la existencia de un extremo , 


*= Sj ,s_3*= 


:} 


De aquí obtenemos dos puntos críticos: 

*1=1» Pi = í y *2=0, y 2 . 

2) Hallemos las derivadas de segundo orden: 


= 0. 


52 z 


= 6x. 


= — 3, 


d 2 z 


— 6 y. 


dx 2 dxdy dy 2 

3) Estudiemos la naturaleza del primer punto crítico 


A _ { 9 * Z \ fi. i 

q / ** ) _ 0 r 1 

( d 2 z \ 

A U* 2 / X= i ~~ 61 1 

\ dx dy j x—i V 

V dy 2 ) x=l 

y— i 

y=i 

y= i 

AC — 1 

?2 = 36 — 9 - 27 >0; A > 0 . 


Por tanto, en el punte 

1 (i, i) la función dada tiene un mínimo: 


z mín 



4) Estudiemos la naturaleza del segundo punto crítico M z (0, 0): 

4=0; £= — 3; C = 0; 

4(7— £2 = _9<o. 

Por tanto, en el segundo punto crítico la función no tiene máximo, 
ni mínimo (míni — máx). 

Ejemplo 5. Desarrollar el número positivo dado a en tres sumandos posi- 
tivos de modo que el producto de éstos tenga el valor máximo. 

Solución. Designemos respectivamente estos tres números por x, y 
y a — x — y. El producto de estos sumandos es igual a: 

u — xy (a — x — y). 
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Según la hipótesis, x>0, y >0, a — x — j£>0, es decir, x -j- y < a, u > 0. 
Por consiguiente, x e y pueden tomar valores pertencientes al dominio limitado 
por las rectas x = Q, y = 0, x -f- y — a. 

Hallemos las derivadas parciales de la función u: 

~ = y{a — 2x~y), 

■^~=x(a — 2 y—x). 

dy 

Igualando estas derivadas a cero, obtenemos el sistema de ecuaciones: 
y ( a — 2x — y) = 0; x (a — 2 y — x) — 0. 


Resolviendo este sistema, encontremos los puntos críticos 


o © 

II II 

01 = °r 

yz= a r 

My (0, 0); 

M 2 (ó, a); 


x 3 = a , 

03=°- 

M 3 {a, 0); 

- 

a 

a 

S4== T ’ 

/ a a ' 

( 3 ’ 3, 

)■ 

Los primeros tres puntos se encuentran en la frontera del dominio y el último, 
en su interior. En la frontera del dominio la función u es igual a cero y en su inte 

rior la función es positiva; por tanto, en 

el punto , 

T j i a función u tiene 


un máximo (puesto que el punto indicado es el único punto extremo dentro del 
triángulo). El valor máximo del producto es 

a a f a a \ a 3 

U máx = -^Y V - ^ 3 ~' 3 / ~ ÜT 


Estudiemos la naturaleza de los puntos críticos, utilizando las condiciones 
necesarias y suficientes de existencia de un extremo. Hallemos las derivadas 
parciales de segundo orden de la función «: 

d 2 u d 2 u 0 „ . d 2 u 

-2 y; — — = a — 2x — 2y r —7r= —2 x. 


dx 2 


dx dy 


En el punto My (0, 0) tenemos: A ■■ 


d 2 u 


=0; B 


dy 2 
a 2 u 


a\ C 


d 2 u 


dy 2 


0; 


dx 2 dx dy 

AC—B 2 — — a 2 < 0. Por tanto, en el punto My no hay máximo, ni mínimo. 

En el punto M 2 ( 0, a) tenemos: d = “ = — 2o; = = — o; C~^^= 0; 

dx 2 dx dy dy 2 

AC — B 2 — — a 2 < 0. Por consiguiente, en el punto M 2 tampoco hay máximo 
o mínimo. En el punto M 3 (a , 0) tenemos: A = 0; B— — o; C = — 2a; AC — 
— B 2 = — a 2 < 0. En el punto M 3 no hay máximo, ni mínimo. En el punto 




i a ' a \ 

13 ’ T/ 


tenemos: 


A = 


2a 

T 




c= — 


2a 


AC — B 2 = 


Aa 2 


a 2 


3 ’ ~ 9 9 

Por tanto, la función tiene el máximo en el punto iH 4 . 


>0; ^<0. 


Observación. La teoría de máximos y mínimos de la función 
de varias variables sirve de base para un método de obtención de 
fórmulas que representan dependencias funcionales mediante los 
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datos experimentales. El problema de «Obtención de una función 
a base de los datos experimentales según el método de cuadrados 
mínimos» se estudia en § 19 del capítulo presente. 


§ 18. MAXIMO Y MINIMO DE LA FUNCION 
DE VARIAS VARIABLES RELACIONADAS MEDIANTE 

ECUACIONES DADAS (MAXIMOS Y MINIMOS CONDICIONADOS) 

Numerosos problemas de la determinación de los valores más 
grandes y más pequeños de la función se reducen a la búsqueda de 
los máximos y los mínimos de una función de varias variables que 
no .son independientes, sino que están relacionadas entre sí mediante 
ciertas condiciones adicionales (por ejemplo, las variables deben 
satisfacer a las ecuaciones dadas). 

Examinemos, por ejemplo, el siguiente problema. De un pedazo 
de hojalata dado de área 2 a hace falta hacer una caja cerrada en 
forma de paralelepípedo que tenga el volumen máximo. Designemo*s 
el largo, el ancho y el alto de la caja por x , y , z respectivamente. 
El problema se reduce a la búsqueda del máximo de la función 

v — xyz , 

a condición de que 2 xy + 2xz -j- 2 yz = 2a. Aquí se trata de un 
problema del extremo condicionado', las variables x, y, z están ligadas 
por la relación 2 xy . 4 - 2 xz + 2yz = 2a. En este pásrafo examinemos 
los métodos que se usan para solucionar tales problemas. 

Estudiaremos, al principio, el problema del extremo condicio- 
nado de una función de dos variables, ligadas sólo por una condición. 
Hallemos ios máximos y los mínimos de la función 

u=f(x, y), (1) 

a condición de que x e y estén ligados entre sí por medio de la ecuación 

<p y) = 0. (2) 

Al existir la condición (2), sólo una de las dos variables x e y 
es independiente (por ejemplo x), puesto que y se determina de la 
ecuación (2) como función de x. Si resolvemos la ecuación (2) respecto 
a y, sustituimos en la igualdad (1) y por la expresión hallada, obte- 
nemos la función de una variable x y reducimos el problema al 
estudio de máximos y mínimos de la función de una sola variable 
independiente x. 

Podemos también solucionar el problema planteado sin resolver 
la ecuación (2), respecto a x o y. La derivada de u respecto a x debe 
reducirse a cero para aquellos valores de x en los que la función u 
pueda tener máximo o mínimo. 

Hallemos de la ecuación (1), teniendo en cuenta que y es una 
dx 
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función de x: 


du 


df . df dy 


dx dx dy dx 

Por tanto, en los puntos de extremo 

df df dy = Q 

dx dy dx 

De la igualdad (2) hallemos: 

d<p dq> dy 

dx dy dx 


( 3 ) 


( 4 ) 


La igualdad (4) es válida para todos los x e y que satisfagan a la 
ecuación (2) (véase § 11, cap. VIII). Si multiplicamos todos los 
términos de la igualdad (4) por un coeficiente indeterminado k, 
y los sumamos con los términos correspondientes de la igualdad (3), 
obtenemos: 


( 


df ¡ df dy' 
dy dxt 


dx 


/ V dx dy dx) 




df 


dy 


x*L)*L = 0. 

dy } dx 


( 5 ) 


Esta igualdad se cumple en todos los puntos en que hay un 
extremo. Elijamos k de manera tal que para los valores de x e y 

correspondientes a un extremo de la función u la expresión 

\dy 

4- k ^5 > 'l de la fórmula (5) se reduzca a cero *) , 
dvl 


df 




dy ' dy 

Entonces para estos valores de x e y de la igualdad (5), se deduce que: 

0 . 


dx dx 


*) Para ser más precisos supongamos que en los puntos críticos 

dcp 
dy 


0. 



_ 1 n r fjjjj ~j gWW Jl, !. |> w , ^vap^/atnj^a^ 


v^'v^jra? 7 ru ^jajiar 


" JJy’FF x ' 
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Así, pues, en los puntos de extremos se satisfacen tres ecuaciones 



4/ 


fe 

df 


dy 


3.^ = 0, 
fe 

x É5L — q 
% 


<p(*, i/) ~ o 

de tres incógnitas r, y, X. De estas ecuaciones determinemos x e #, 
así como X. La última desempeñó un papel auxiliar y ya no es nece- 
saria. 

Está claro que las ecuaciones (6) son condiciones necesarias para 
la existencia de un extremo condicionado, es decir, en los pun- 
tos de los extremos se cumplen las ecuaciones (6). La proposición 
recíproca no es cierta puesto que la función puede no tener un extremo 
condicionado para todos los x e y {y X) que satisfagan las ecuaciones (6). 
Entonces hace falta realizar un estudio adicional de la naturaleza 


del punto crítico. Solucionando problemas concretos, se logra a veces 
determinar la naturaleza del punto crítico a base del carácter del 
mismo problema. Observemos, que los primeros miembros de las 
ecuaciones (6) son las derivadas parciales de la función 

F {Xy y y X) = / (Xy l/) + X^) (Xy y)^ (7) j 

respecto a las variables x, y, X. | 

Así, con el fin de bailar los valores de x e y que satisfagan a la ¡ 

condición (2), para los cuales la función u — f (x, y) pueda tener un j 

máximo o un mínimo condicionado, es preciso formar una función 
auxilar (7), igualar a cero sus derivadas respecto a x, y y X y deter- j 
minar los desconocidos x, y (igual que el factor auxiliar X) de las 
tres ecuaciones (6) obtenidas. El método examinado puede ser j 
extendido al estudio del extremo condicionado de una función de i 


cualquier número de variables. 

Supongamos que es preciso determinar los máxiúios y los míni- 
mos de la función u — / (%, x 2 , . . ., :%) de n variables, a condi- 
ción de que las variables x u x 2 , . . . , x n estén ligadas mediante 
m{m<in) ecuaciones: 


<Pi (x t , x 2t ..., x n ) = 0, 
Cp 2 (x u X 2t ... , x n ) = 0, 

(*^1» X 2 y . . . , X n ) — 0. 



Con el objeto de hallar los valores de x u x 2 , . . . , x n , para los 
cuales puedan haber máximos y mínimos condicionados, hay que 
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formar la función: 

F (xi, x 2 , ... , x n , A lf . ... , X m ) = / (x*, . . . , x n ) -f- ^i<Pi (x if • - . , x n ) -f-, 

~f" ^2^P2 («1, • • • » & n ) “f" • • • “t" ^m<Pm C^l» • • • » ^n)i 
e igualar a cero sus derivadas parciales respecto a x tl x 2 , . . x n : 


f +*, a,pl + . 


ox t ax { 

OX\ 

f +x, ** + . 

.. +K ¿ * Pra 

OX z OX 2 

OX 2 


f- + X 1 ^L+... +K 

dxn dx n 


Determinemos de las m -f n ecuaciones (8) y (9) x u x z , . . ., 
x n , así como las incógnitas auxiliares V, . . X m . Gomo en el 
caso de una función de dos variables, el problema de la existencia 
de un máximo o un mínimo, para los valores encontrados de 
la función o de la ausencia completa de cualquier extremo en este 
punto queda pendiente. 

Esta cuestión la resolvemos mediante consideraciones auxiliares. 

Ejemplo 1. Volvamos al problema formulado al principio del párrafo pre- 
sente: hallar el máximo de ia función 

v = xyz, 

si es: 

xy -{-xz \-yz — a — 0 (x>0, y>0, z>0). (10) 

Formemos una función auxiliar: 

' F (x, y, X) = xyz-fX (xy-fxz + yz — a). 

Hallemos sus derivadas parciales y las igualamos a cero: 

yz + X (y + z)=0, 'l 

m + X (* + *)= 0, l (11) 

xy-f-X (x -}- y) =0. J 

El problema se reduce a la solución del sistema de cuatro ecuaciones (10) 
y (11) con cuatro incógnitas (x, y, z, y X). Para solucionar este sistema, mul- 
tipliquemos la primera ecuación de (11) por x, la segunda por y, la tercera, 
por z, y sumemos las expresiones obtenidas. Teniendo en cuenta la igual- 
dad (10), hallemos X = — . Introduciendo en la ecuación (11) el valor 


21—601 


- i :■ . . • 






obtenido de K obtenemos: 


^'[i— |s-<»+ 2 )]=°. 

“[*— lr<*+*>]= 0 ' 


Puesto que x, y, z según la naturaleza del problema son distintos de cero de las 
últimas ecuaciones se deduce: 

De las dos primeras ecuaciones hallemos x — y, de las ecuaciones segunda y ter- 
cera, y = z. Pero, en este caso se deduce de la ecuación (10): x — y = z = J/^~ . 

Así, obtenemos el único sistema de los valores x, y, z para los cuales la fun- 
ción puede tener un máximo o un mínimo. 

Se puede demostrar que éste es el punto de máximo. Lo mismo se deduce 
también de ciertas consideraciones geométricas: según las condiciones del pro- 
blema, el volumen de la caja no puede ser infinitamente grande, por tanto, el volu- 
men debe ser máximo para ciertos valores de sus lados. 

Entonces, el volumen de la caja es máximo, cuando ésta tiene la forma 


de cubo, con arista igual a j/ . 


Ejemplo 2. Hallar el valor máximo de la raíz de n-ésimo grado del producto 
de los números x ít x 2 , . . ., x n , a condición de que la suma de estos números sea 
igual a un número dado a. El problema, por consiguiente se puede plantear así: 

hallar el máximo de la función u — x v . . x„, a condición de que: 

*l + *2+...+*n— “=° (l2) 

( x i>0, X 2 > 0, . . . , x n >0). 

Formemos una función auxiliar: 

F (x !, ..., x n , = •••. x n + ^ ( x l+ x 2 + • • • + x n — a)- 

Hallemos sus derivadas parciales: 


F' = 

n 


x&3 ^ -+X = JL-iL + X==0 ó n=—nXx j. 


F' — + X = 0 

*2 n x 2 


ó u— — n’Kx 2 , 
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De las últimas ecuaciones encontremos: 

“ -^2 — • • • ~ 

y, en virtud de la ecuación (12), obtenemos: 

a 

x i = X 2 = . . . = x n — — • 

La naturaleza del problema dicta que en este punto crítico la función 
y^r t . . . x n tiene un máximo igual a 

Por consiguiente, para todos los números positivos x 2 , . . ., x n , ligados 
mediante la correlación x t -f- x 2 + . . . + x n — a, se cumple la desigualdad: 

V*i ••• x n<~ (13) 

(puesto que, según ha sido demostrado, — es el mayor valor de esta función). 

Sustituyendo a en la desigualdad (13) por su expresión de la ecuación (12), 
obtenemos: 

y Xl x 2 ... ^< a± ^ _L±fg . v (i4) 

Esta ecuación es válida para todos los números provistos x i5 x 2 , . . x n . 
La expresión del primer miembro de la igualdad (14) se llama valor medio geo- 
métrico de estos números. Así, el valor medio geométrico de unos cuantos núme- 
ros positivos no es mayor que el valor medio aritmético de estos números. 


§ 19. OBTENCION DE UNA FUNCION 
A BASE DE DATOS EXPERIMENTALES 
SEGUN EL METODO DE CUADRADOS MINIMOS 

Supongamos que es preciso determinar experimentalmente una 
dependencia de la magnitud y en función de x: 

y = <P (*)• (1) 

Sea el resultado del experimento n valores de la función y para 
los valores correspondientes del argumento x : 


X 

Xi 

x 2 


Xn 

y 

{/I 

■ 

y% 


Vn 


La forma de la función y = (p (a:) se determina teóricamente 
o a base del carácter de disposición en el plano de coordenadas de 
los puntos que corresponden a los valores experimentales. Estos 
puntos se llaman experimentales. Supongamos que los puntos expe- 
rimentales se disponen en el plano de coordenadas de la manera 
indicada en la fig. 187a. 


21 * 






i 

m 

m 

m 

*^V 


¥ 

ti 

*-.*••■ 


9p- 

, 
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Tomando en consideración que durante el experimento tienen 
lugar errores, es natural suponer que la función desconocida y = <p (x) 
se puede buscar en la forma de una función lineal y — ax + b. 

Si los puntos experimentales están dispuestos de la manera 
indicada en la fig. 187 b, es natural buscar la función y = <p (x) 
en la forma: y — aofl, etc. Elegida la forma de función y — (p (x, a, 
b, c, . . .), tenemos que buscar los parámetros a, b, c, . . . (que 
la integran) de modo tal que la función describa de la mejor manera 
el proceso examinado. 

El método ampliamente difundido para solucionar el problema 
dado es el de cuadrados mínimos que consiste en lo siguiente. 




Examinemos una suma de los cuadrados de diferencias de los 
valores z/¿, que se obtienen del experimento, y la función cp ( x , a, 

b, c, . . .) en los puntos correspondientes: 

S (a, b, c, ...)= 2 [y i ~ <P (*/. b, c, . . .)]l (2) 

Í = 1 

Elijamos los parámetros a, ó, c, ... de modo que esta suma 
tenga valor mínimo: 

n 

S (a, b t c, . . .) = 2 l>i — 9 (*-. «, b, c, .. .)] 2 = mín. (3) 

i = i 

Así, el problema se ha reducido a la búsqueda de los valores de 
los parámetros a f b, c, . . ., para los cuales la función S (a, ó, c, . . .) 
tiene un mínimo. 

En virtud del teorema 1 (pág. 311) tenemos que estos valores a , b 

c, . . . satisfacen el sistema de ecuaciones 




— =o, i® = 0. 

da db de 


( 4 ) 


-'••• ••: •. - ~- ' > • • > • • . • • ; ' • ■ - • . ■ . '...- v/as 
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o, en la forma desarrollada: ^Él 

n ' . . ¿8 

2 r .. ■ / r. n dyiXi, a, b, c, 1 

■y jé 

V r / > m d W ( x i> a, b, c, ...) 

/ l [y i - <P (Xj , «, b, c , ...)] — = 0, (5) 

i = 1 *5 

fl > b,c,...)] d ^ a -¿ -■••■> =0. | 

¿ = i ' 

* • • * / ■ '•?/; 

; a 

Aquí, el número de ecuaciones es igual al de incógnitas. En cada V 
caso concreto se investiga la cuestión sobre la existencia de la solu- 
ción del sistema de ecuaciones (5) y del mínimo de la función - i 
S (<2, Ó, C, . . .). 

Examinemos algunos casos de la determinación de la función ; i 

y — <p (x, a , ó, c, ...). 

I. Sea y = ax + b. Entonces, la función S (a, b) tiene la forma: 

(véase la expresión (2)): 

1 ’ ""*f 

i S(a, 6)= S [^-(«trj + Hf. - . (6) 

! i = i 

Esta es una función con dos variables, a y b ( x v e y¡ son números 
i dados; véase la tabla en la pág. 323). Por consiguiente, 

■ n \ . 

i i = i _ " ’ ^ 

^-=-2 2 ^-( a;c < + 6 )] = 0 ' 


es decir, el sistema de ecuaciones (5) en este caso, toma la forma: 

n n n 

2 y i x i — a 2 A — b 2 x i = 0, 1 
¿ = 1 Í = 1 ¿ = 1 I (7) 


2 y i — « 2 x t — bn = 0. 

¿ = 1 i = i 

Hemos obtenido el sistema de dos ecuaciones lineales con dos 
incógnitas a y b. Es evidente que el sistema tiene una solución 



i 
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determinada y la función S (a, b ) tiene un mínimo para los valores 
encontrados a y b*). 

II. Sea la función de aproximación un trinomio de segundo grado 
y = ax 2 + bx + c. 

En este caso la expresión (2) tiene la forma: 

S (a, b, c) — 2 [y i — {ax f-f bx ¿ + c)] 2 . (8) 

i = 1 

Esta es una función de tres variables a , ó, c. 

El sistema de ecuaciones (5) toma la forma: 

2 [y i — ( a A + bx. + c) ] x] = o, 

i = 1 

2 [y i — ( ax \ + bx ¡ 4- c)] x¡ = o, 

i = 1 

2 [y i — ( ax \ + bx i + 4] = o, 

i — 1 

o, en la forma desarrollada: 

2 y-A — a 2 A — b 2 A — c 2 ¿1=0, 

i = 1 ¿ = 1 i — i i = 1 

2 Vi x i — a 2 A — b 2 A — c 2 x i = o, } (9) 

1 — i i = 1 i = i i = 1 

n n n 

2 */i — « 2 — b 2 Xi—cn — 0. 

i = 1 i = 1 i = i ) 

Obtenemos un sistema de ecuaciones lineales para determinar 
las incógnitas a , b , c. De las condiciones del problema se deduce 
que el sistema tiene una solución determinada y, además, la función 
S (a, b , c ) tiene un mínimo para los valores obtenidos de a, b , c. 


*) Esto se verifica fácilmente también a base de las condiciones suficien- 
tes (véase la pág. 312). En efecto, tenemos: 

52 ^_V X 2 . d2S - Y x- d * S -n 

~daT~ Zj *’ dadb~Z¿ " db2 

i—1 i=l 

Por consiguiente, 


d*S 5 2 S 


(-£*)*-■ S-t-(S *■)’ - 2 (**-■/>* >* >«• 

i— 1 i—1 i=t=j 


da 2 








Si,'* ..'V. '.' : ; ’ ' ". • • • .:• • -••*'..••' " 

J " 
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§ 20. PUNTOS SINGULARES DE UNA CURVA 

££*■;. El concepto de la derivada parcial se utiliza para el estudio de 

j J&. las curvas. 

Sea F (x, y) — 0, la ecuación de una Curva. 

?§£*' El coeficiente angular de la tangente a la curva se determina 

tp' según la fórmula: 

. dF 


(vease § 11, cap. VIII). Si por lo menos una de las derivadas parcia- 
dFdF 

les tt— v -r — no se reduce a cero en el punto dado M ( x , y) de la curva 
dx dy 

dv dx 

examinada, en éste se define o — . La curva F ( x , u) — 0 tiene 

dx dy 

en este punto una tangente bien determinada. En este caso M (x, y) 
se llama punto simple. Al contrario, si el punto M 0 (xq, y 0 ) es tal que: 


(<*) =0 y («ü) =0, 

V dx /x=x 0 \ dy / x=x 0 

v=u o y=v o 

el coeficiente angular de la tangente es indeterminado. 

dF dF 

Definición. Si ambas derivadas parciales, -x— y , se anulan 

dx dy 

en el punto M 0 (x 0 , yo) de la curva F (x, y) — 0 éste se llama punto 
singular de la curva. Por consiguiente, el punto singular de la curva 
está determinado por el sistema de ecuaciones: 

F = 0; — = 0; — = 0. 
dx dy 

Claro está que no todas las curvas tienen puntos singulares. Por 
ejemplo, para la elipse 


^-^-1 = 0 
9 .9 1 


es evidente que 


f (*. y)=-i+{3- 1; — = — ; 

a b dx a dy b 

dF dF 

Las derivadas — : y se reducen a cero sólo cuando x — 0, y — 0. 

dx * dy * 


■ ■ 
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Pero estos valores de x e y no satisfacen la ecuación de la elipse, por 
consiguiente, la elipse no tiene puntos singulares. 

Sin emprender un estudio detallado de la conducta de una curva 
en la proximidad del punto singular, examinemos unos cuantos ejem- 
plos de curvas que tienen puntos singulares. 

Ejemplo 1. Estudiar los puntos singulares de la curva 
í / 2 — x ( x ~ «) 2 = ° ( a > 0 ) 

Solución. En el caso dado F (x, y) — y^ — x(x—a) 2 , por tanto 


dF 

dx 


= (x — a) (a — 3x)\ 


dF 

dy 


= 2y. 


Resolviendo tres ecuaciones en conjunto: 


F(x,y) = 0, -^- = 0, — = 0 
dx y 

hallamos el sistema único de valores de x e y que 
las satisface: 

x 0 = a, yo — 0 . 

Por consiguiente, M 0 (a, 0) es el punto sin- 
gular de la curva. 

Estudiemos la conducta de la curva en la 
proximidad del punto’ singular y construyamos esta 
curva. Escribamos la ecuación dada en la forma: 

y — ± (x — a) ~[/x. 

De esta fórmula se deduce que la curva: 

1) está definida sólo para x ^ 0; 2) es simé- 
trica con relación al eje Ox; 3) corta el eje Ox en 
los puntos (0,0) y (a, 0). Como se ha indicado, el „ „„ 

último punto es singular. 

Examinemos primero la parte de la curva, 
correspondiente a los valores positivos. 

y = (x — a) ~[/x. 

Hallemos la primera y segunda derivadas de y respecto a x: 



y'= 


3x — a 


y = 


3 x-\-a 


2 ~[/x ” ¿íx~\/x' 

Para x = 0 tenemos y' — co. Por consiguiente, la curva toca el eje 
Oy en el origen de coordenadas. Para x = ~^- tenemos j/' = 0, y" > 0, es 

decir, la función y tiene un mínimo cuando x = — : 


2a ■, /~ a 

y =— rV t 


En el segmento 0 < x < a tenemos y < 0; para x > 


y'> 0; cuando 


x — > oo, y — ^oo. Para x — a tenemos y' = ~[/a, es decir, la rama de la curva 
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y — — a) ~\J x tiene una tangente y~l/a(x — a) en el punto singular 

M 0 (a, 0). 

Puestó que la segunda rama de la curva y — — (x — a) ~)/x es simétrica 
a la primera respecto del eje Ox, es claro que en el punto singular la curva tiene 
otra tangente (a la segunda rama) definida por la ecuación 


y= — yá'(x — a). 

La curva pasa dos veces por el punto singular. Tal punto se llama doble 
(o crunodal). La curva examinada se expone en la figura 188a. 

Ejemplo 2. Hallar los puntos singulares de la curva 
parábola semicúbica) 

= 0 . 

Solución. Las coordenadas de los puntos singulares se 
determinan, resolviendo el sistema de ecuaciones: 

y 2 — a; 3 =0; 3a: 2 = 0; 2y = 0. 

Por tanto, M 0 (0, 0) es el punto singular. 

Escribamos la ecuación dada en la forma 

y = ± ~\/ x 3 . 

Para construir la curva, estudiemos al principio la rama 
que corresponde a los valores positivos: la otra rama de la 
curva, correspondiente a los valores negativos, no necesita un 
estudio especial, puesto que es simétrica a la primera con rela- 
ción al eje Ox. 

La función y está definida sólo para x 0, no es negativa y crece con 
el aumento de x. Hallemos primera y segunda derivadas de la función y — *\/x 3 : 

1 



Fig. 188b 


, 3 n/ - „ 3 

y=-y x , 


Para x = 0 tenemos: y = 0, y’ = 0. Por consiguiente, la rama examinada 
de la curva tiene una tangente y — 0 en el origen de coordenadas. La segunda 
rama de la curva y — — ~[/x 3 también pasa por el origen de coordenadas teniendo 
la misma tangente y = 0. Por tanto, dos diferentes ramas de Ja curva pasan 
por el origen de coordenadas, tienen una misma tangente y se disponen simé- 
tricamente por ambos lados de esta tangente. Tal punto singular se llama punto 
de retroceso de primera especie (fig. 188 b). 


Observación. Se puede considerar la curva y 2 — x 3 = 0 como un caso límite 
de la curva y 2 = x (x — a) 2 (examinada en el ejemplo 1), cuando a 0, es decir, 
cuando el lazo de la curva se contrae hasta reducirse a un solo punto. 

Ejemplo 3. Estudiar la curva (y — x 2 ) 2 — x 5 = 0. 

Solución. Las coordenadas de los puntos singulares se determinan por 
el sistema de ecuaciones 


— 4 x (y — a; 2 ) — 5a: 4 = 0; 2 (y — x 2 )=0, 

que tiene la solución única: x = 0, y = 0. Por tanto, el origen de coordenadas 
es un punto singular. 

Escribámosla ecuación dada en la forma: y — x 2 ± ~[/x b . De esta ecuación 
se deduce que x puede tomar todos los valores comprendidos entre 0 y + oo. 
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Hallemos las derivadas de primer y segundo orden: 

y'=2 I +|V¡5; 

Estudiemos por separado las ramas de la curva que corresponden respecti- 
vamente a los valores positivos y negativos. En ambos casos para x = 0 tene- 
mos: y = 0, y' — 0, es decir, el eje Ox es la única tangente para las dos ramas. 
Examinemos al principio la rama 

. y — x 2 x 5 . 

Cuando x crece desde 0 hasta oo, y también crece desde 0 hasta oo. La rama 
segunda 

y — x 2 — ~[/x 5 

16 

corta el eje Ox en los pimíos (0, 0) y (í, 0). Cuando x = ^ , la función y = 



= x 2 — yx 5 tiene un máximo. Si x -+■ -+• oo, entonces y -+■ — oo. 

Así, las dos ramas de la curva pasan por el origen de coordenadas. Ambas 
tienen una misma tangente y se disponen por un lado de ésta, en la vecindad 
del punto de contacto. Tal punto singular se llama punto de retroceso de segunda 
especie. La gráfica de la función estudiada está expuesta en la figura 189. 

Ejemplo 4. Estudiar la curva y 2 — x 4 + s 8 = 0. 

Solución. El origen de coordenadas es un punto singular. Para examinar 
variación de la curva en la vecindad de este punto escribamos la ecuación 
de la curva en forma: 

y — áz x 2 l/l — x 2 . 

Puesto que en la ecuación entran solamente potencias pares de las variables, 
la curva es simétrica con relación a los ejes de coordenadas y, por consiguiente, 
es suficiente estudiar una parte de la curva, correspondiente a los valores posi- 
tivos de x e y. De la última ecuación se deduce que x puede variar en el seg- 
mento desde 0 hasta 1, es decir, 0 x 1. 
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Hallemos la primera derivada para la rama de la curva que presenta grá- 
ficamente la función y = x 2 Vl — x 2 : 

ar (2-3x 2 ) 

Vi-*» * 

Para x — O tenemos: y = O, y' = 0. Por tanto, la curva toca el eje Ox en 
el origen de coordenadas. 

Para x = i tenemos: y — 0, y' = oo. Por consiguiente, en el punto (1, 0) 
la tangente es paralela al eje Oy. Cuando x = j/" , la función tiene un máxi- 
mo (fig. 190). 

En. el origen de coordenadas (en el punto singular) las dos ramas de la curva, 
que corresponden a los signos positivo y negativo delante de la raíz, se tocan 


y*-x*+x e =0 


WJ 



Fig. 190 


Fig. 191 


mutuamente. Tal punto singular se llama punto de osculación (se llama 
también tacnodo). 

Ejemplo 5. Estudiar la curva y 2 — x 2 (x — 1) = 0. 

Solución. Escribamos el sistema de ecuaciones que define los puntos sin- 
gulares: 

y 2 — x 2 (x — 1)=0; — 3x 2 -f- 2x = 0; 2y — 0. 

Este sistema tiene la solución: x — 0, y = 0, por consiguiente, el punt o (0, 0) 
de la curva es singular. Escribámosla ecuación dada en la forma y = ± x~[/ x — i. 
Es evidente que x puede tomar todos los valores comprendidos entre 1 y + oo, 
así como el valor de cero (en este caso y — 0). . 

Estudiamos la rama de la curva correspondiente al valor positivo, delante 
de la raíz. Cuando x crece desde 1 hasta oo, y aumenta también desde 0 has- 
ta oo. La derivada es: 

, 3x — 2 

v ~ 2 y^i * 

Para x — 1 tenemos y' = oo. Por consiguiente, en el punto (1, 0) la tan- 
gente es paralela al eje Oy. 

La segunda rama de la curva, que corresponde al signo negativo, es 
simétrica a la primera respecto al eje Ox. 




A: : ;>■ -y : }. ;• ;■•/. ; z'- ; >^ ¿ • 


Ejercicios para el capítulo VIII 333 

El punto (0, 0) tiene coordenadas que satisfacen la ecuación y, por tanto, 
pertenece a la curva, pero en su vecindad no hay otros puntos de la curva 
(fig. 191). El punto singular de este género se llama aislado. 


Ejercicios para el capítulo VIII 

Hallar las derivadas parciales de las siguientes funciones: 

1 . z = x 2 sen 2 y. Resp. — 2x sen 2 y; -4^- = x 2 sen 2y. 2. z = x v 2 . Resp. -~ — 
dx dx 

= y2^ 2 - 1 ; -^-—x y2 2y ln x. 3. u = x x2 + yZ+z \ Resp. = 2xe* 2 + y2 + z2 ; ~ = 
* dy * dx dy 

= 2 ye x2 + y2 + z2 ; -^ = 2ze* 2 + y2 + z2 . 4. u = Vx 2 + y 2 + z %, Resp . JíL = 


^/x 2 -f -y 2 ~\-z 2 


. 5. z — arcotg (xy). Resp. — — = 


dx 1 -f -x 2 y 2 ’ dy 


= , . X o g ■ -6. z — arcotg — . /?esp. 
1 — ar a // 3 x 

_ , Vx 2 -f y 2 — x _ dz 

~[/x 2 -j- y 2 -\-x ^x 


dz — y dz x 

dx x 2 -j— y 2 ’ dy x 2 -f-y 2 

2 dz _ 2x 

Tj/x 2 + y 2 ^y y ~|/x 2 + y 2 


8. u — /?«p. Jj¡L = ±- e v ; ^ e v 

dx y dy y 2 y 2 


i. — ^ 

e y . 9. z = arcsen (x-f-y). iíesp. -^-= ■ 


10. z — 


í — y 2 

r x 2 -i- y 2 


y r dx ■ yi_ (x + y ) 2 

,/z 2 — y 2 dz y 2 dz — y 

— arcogj/ yp2 _|_ y2 * e5p- "dx" x ~j/ x 4 — y 4 ’ dy ~ 

Hallar las diferenciales totales de las siguientes funciones 
11. z = x 2 -}-^y 2 -f-seny. Resp. dz— (2x-f- y 2 ) dx-¡-(2xy-f- eos y) dy. 12. z = ln(xy). 

Resp. dz — -^--\ — . 13. z = e x2 ^~ y2 . Resp. dz = 2e x2 ^~ y2 (x dx-f-y dy). 

x y 

14. u = tg (3x- y) + 6*+*. Resp. da = + 

-f-6 y+z ln 6^ dy-{- 6 y+z ln 6 dz. 15. u? = arcsen— . Resp. dw= ^ dx je dy ~ . 

) y l » | Vi/ 2 — ^ 

16. Hallar f x (2, 3) y f' y (2, 3) si / (x, y) = x 2 -j y 2 . Respuesta-. f' x ( 2, 3)=4, 

/^ ( 2, 3) = 27. 17. Hallar d/ (x, y) para x = l, y = 0; dx = -j^, dy = -^- si 

/ (x, y) = Vx 2 + y 2 . Respuesta: -g - • 18. Hallar para los pequeños valores 
absolutos de las variables x, y, z una fórmula que da la expresión aproxi- 


-f-6 y+z ln 6^ dy -j- 6 y+z ln 6 dz. 15. u? = arcsen — . Resp. dw— ^ ^y _ 

) y r l » I Vi/ 2 — ^ 
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(14 y) (l+z) Respuesta: l + * 2 ~(s— y— z). 19. Hallarlo mismo 


para |/~ • Respuesta : 1 + y (x— y — z). 20. Hallar -J|- y , 

1 

si z = u-j-y 2 , u = x 2 4- sen y, u = ln (a: -f- 1 /)- Respuesta'. — — = 2x4-2y 

dx x-{-y 

'-^-=cosy-f 2y — J- — . 21. Hallar y si u=r 

dy x + y dx J dy ’ r 1+y ’ . 


d , dz 1 

= — eos x; y = eos x. Respuesta: — — = 

58 2 “ sa -f 


4^=0. 22. Hallar ~ - 
dy dx 


dz dz 

y , si z = e u_2u , u = senx, y = x 3 -f-y 2 . Respuesta: -^- = e u ~ 2,, (eos x— 6x 2 )* 

-^-. = e u ~ 21 ' (0—2-2y)= —iye u - 2v . 23. Hallar las derivadas totales de las 
funciones dadas: z = aresen (u-f y); u — sen x eos oc; v = eos x sen a. i?esp. 
-—-=1, si 2/cit — -y< x-f a<2fcn-f-y , -Jy=— 1, si 2fcn + -y < x-fa< 

< (2/c-f l) rt + y . 24. u = — ; y — a senx; z = cosx. i?<?sp. = 

= í a3C senx. 25. z = ln(l — x 4 ); x = l/ sen 8; — 2tg0. 

Hallar las derivadas de las funciones implícitas de x, dadas por las 
ecuaciones 

26 . ^i + 4__ 1 = 0 . J?« v . *L = -1Í-JL. 27. 4— |L=1. Resp. 

a 2 d 2 dx a 2 y a 2 6 2 . 

dy fe 2 x „ „ „ „ dy yxl/"* — y* ln y on , . „„ 

•¿-“iry *• » SMf ' -¿r = xy^.-x«i nJ • 29 - «f 1 »'-' 1 '- 

— x i y=Q. Resp. = d°°*&t=í?=M . 30. 4+-g-+4«.l ; 

9 ^ dx x [x + e*v — cos(xy)] a 2 6 2 c 2 

umi dz dz dz c 2 x dz c 2 y 0 A 

hállese — — y -r— . Resp. -~—z — ; = ¡-s— . di. u — v tgaiy = 0; 

dx J dy dx c 2 z dy ¿> 2 z & 


diy dw 

hállese — — y 

du dv 


n dw eos 2 aw dw 

Resp. = ; — j— 

du ay dv 

, . „ dz . 1 dz 


sen 2au> 
2 av 


32. z 2 -f- 


+ — =Vy 2 — z 2 ; demuéstrese que x 2 -^- + — -f— = -— • 33. ~ — F f — ) ; 

' x v * n dx ' y dy z x \ z / 

demuéstrese que x H-— — z -> sea cual fuera la función derivable F. 

H dx dy 

Calcular las derivadas parciales de segundo orden: 

. , „ „ d 2 z _ „ d 2 z „ d 2 z . „ 


34. z = x 3 — 4x 2 y + 5y 2 . Resp. 


d^z a o d 2 z d 2 z . n 

fer =6x - 8!,; -áTfe =- 8x ’ aíí- = 1 °- 
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35. z = e x ln y -j- sen y ln x. Resp. 
j eos y 

dy 2 ~ 

d 2 u 


d 2 z 


dx 2 


= e x ln y- 


sen y 
x 2 


d 2 z 


dx 


x 

entonces: 
d 2 z 


— sen y ln x. 36. Demostrar que, si u = 
dy 2 y 2 


y 


d 2 u 

dx 2 

<3 2 z 


d 2 u 
dy 2 dz 2 

dz 


0. 37. Demostrar que, si z = 


yx 2 + y2 + z 2 
entonces: 


*+y 


5x 2 
d 2 Z . d 2 z 


dx 2 dy 2 
„ d 2 z d 2 z 


= 2 — — . 38. Demostrar que, si z = ln(x 2 + y 2 ) entonces: 

Gm? yy . í/37 

= 0. 39. Demostrar que, si z = q> (y-{-ax)-\-ty (y — ax), entonces: 


= 0, 


dy 2 dx 2 

para (p y tp cualesquiera, derivadas dos veces. 

40. Hallar la derivada de la {unción z = 3x 4 — xy + y s en el punto M (1, 2) 
siguiendo dirección que forma con el eje Ox el ángulo de 60°. Respuesta : 
5 + 11 

41. Hallar la derivada de la función z = 5x 2 — 3x — y — 1 en el punto 
M( 2, 1) siguiendo la dirección de la recta que une este punto con el punto 
N (5, 5). Respuesta: 9, 4. 

42. Hallar la derivada de la función /(x, y), siguiendo las direcciones: 


1) de la bisectriz del ángulo de coordenadas Oxy. Respuesta: ~ ^= ^-^- + -^-j * 

df 


2) del semieje negativo Ox, Respuesta: — 


dx 


43* /( x i y) = x 3 + 3x 2 +4xy + y 2 . Demostrar que en el punto M 


(t-Í) 


la derivada es igual a cero, siguiendo cualquier dirección (“función 
estacionaria”). 

44. Determinar de todos los triángulos de igual perímetro 2p el que 
Jtiene mayor área. Respuesta: triángulo equilátero. 

45. Hallar un paralelepípedo rectangular de área total dada S que tenga 


el volumen máximo. Respuesta: cubo con arista igual a 


/!• 


46. Hallar la distancia entre dos rectas en el espacio, cuyas ecuaciones 

x— 1 y z x y z T/2 

son: — j— = y = T , y=y=y • Respuesta: . 

Analizar el máximo y el mínimo de la función: 

47. z = x 3 i/ 2 (fl — x — y). Respuesta: máximo z para x—~; y = . 48. z — 

1 


1 1 

:x 2 +xy + y 2 -| 1 . Respuesta: mínimo z para x=y 

x y 

49 


f 3 ’ 


( Jt 71 \ 

) R es P uesta: 

, . _ n 

máximo z para x=y = — . 

ó 

50. z = sen x sen y sen (x+ y) (0<^x^ji; 0^y<l3x): Respuesta: máximo z 
n 

para x = y=,_ 
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Funciones de varias variables 


Hallar los puntos singulares de las curvas siguientes, analizar la natu- 
raleza de estos puntos singulares y escribir las ecuaciones de las tangentes 
en estos puntos: 

51. x 2 -f-J/ 3 — 3axy = 0. Respuesta : Mq{0, 0) es nudo; x = 0, y=0 son 
ecuaciones de las tangentes. 

52. a 4 y 2 = x 4 (a 2 — x 2 ). Respuesta : punto de osculación en el origen de 
coordenadas; tangente doble z/ 2 = 0. 

*3 


53. y 2 - 


Respuesta : Mq(0, 0) es punto de retroceso de primera 


2a — x 

especie, y 2 — 0 es la ecuación de la tangente. 

54. y 2 = x 2 (9 — x 2 ). Respuesta : M 0 (0, 0) es nudo, y = d=3x son las ecua- 
ciones de las tangentes. 

55. x 4 — 2ax 2 y — axy 2 -|- a 2 x 2 = 0. Respuesta'. Af 0 (0, 0) es punto de retroceso 
de segunda especie; y 2 — 0 es la ecuación de la tangente doble. 

56. y 2 (a 2 -j-x 2 ) — x 2 (a 2 — x 2 ). Respuesta: M 0 (0, 0) es nudo; y = ±x son 
las ecuaciones de las tangentes, 

57. b 2 x 2 -{- a 2 y 2 — x 2 y 2 . Respuesta. Afo(0, 0) es un punto aislado. 

58. Demostrar que el origen de coordenadas para la curva t/ = xlnx es 
un punto extremo y que en este punto el eje Oy es tangente a la curva. 

59. Demostrar que el origen de coordenadas es el punto angular de la 

curva y — — y que ías tangentes en este punto son; a la derecha y — 0 

1 + e* 

y a la izquierda y = x. 


y •• 








CAPITULO IX 


APLICACIONES DEL CALCULO DIFERENCIAL 
A LA GEOMETRÍA DEL ESPACIO 


§ 1. ECUACIONES DE LA CURVA EN EL ESPACIO 

Estudiemos el vector O A = r cuyo origen coincide con el de 
coordenadas, y su extremo es un punto A ( x , y , z) (fig. 192). Este 
vector se llama radio vector. 



Expresemos este vector mediante sus proyecciones sobre los 
ejes de coordenadas: 

r = xi + yj + zk. (1) 

Supongamos que las proyecciones del vector r son funciones de 
cierto parámetro t: 

x = <p (í), 1 

y = > (2) 

2 =x(í)- J 

En este caso la fórmula (1) se puede escribir así: 

r = <p (t) i + (t) j + x (t)k (V) 

o, en la forma más breve: 

r = r ( t ). (1) 

Guando t varía, las coordenadas x, y , z varían también y el punto A , 
que es el extremo del vector r, describirá en el espacio una línea 
llamada hodógrafo del vector r = r ( t ). Las ecuaciones (1') o (1"), 

22—601 
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se llaman ecuaciones vectoriales de una línea en el espacio. Las ecua- 
ciones (2) se llaman ecuaciones paramétricas de una línea en el 
espacio. Con ecuaciones se determinan las coordenadas x , y , z del 
punto correspondiente de la curva para cada valor de t. 

Observación. La curva en el espacio puede definirse también 
como el lugar geométrico de los puntos de intersección de dos super- 



Fig. 193 


ficies. Por tanto, esta curva puede estar dada por las dos ecuaciones 
de estas superficies: 

y, z) = 0, 1 

<D 2 [x, y, z) = 0. | [ó) 

Así, por ejemplo, las ecuaciones 

* 2 + i/ 2 + z 2 = 4, z = 1 

son las de una circunferencia en el espacio que se obtiene como resul- 
tado de la intersección de una esfera con un plano (fig. 193). 

Así, la curva en el espacio puede ser expresada o bien por las 
ecuaciones paramétricas (2), o bien mediante dos ecuaciones de las 
superficies (3). 

Si eliminamos el parámetro t de las ecuaciones (2), y obtenemos 
dos ecuaciones que ligan x, y y z, realizamos el paso de las curvas 
dadas por el procedimiento paramétrico a las curvas expresadas por 
la intersección de dos superficies. Recíprocamente, si ponemos 
x = q> (t) (donde <p ( t ) es una función arbitraria) y hallamos y y z 
como funciones de t de las ecuaciones 

Oí [q> (¿), y, z ] = 0, 0 2 [<p ( t ), y, z] = 0, 
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realizamos el paso de las curvas expresadas por la intersección de 
dos superficies a las curvas dadas por el procedimiento paramétrico. 

Ejemplo 1. Sean 

x = At — 1, y = 3¿, z — t- j-2 

las ecuaciones paramétricas de una recta. Eliminando el parámetro t obtene- 
mos dos ecuaciones cada una de las cuales es la ecuación de un plano. Por 
ejemplo, al restar sucesivamente, término a término, de la primera ecuación 
la segunda y la tercera, obtenemos: x — y — z = — 3. Por otro lado. 





Fig. 194 


restando la tercera, previamente cuadruplicada de la primera ecuación, obtene- 
mos: x — 4z = — 9. Resulta que la recta dada es una línea de intersección 
de los planos x — y — z -j- 3 = 0 y x — 4z -j- 9 = 0. 

Ejemplo 2. Examinemos un cilindro recto de radio a cuyo eje coincide 
con el eje Oz (fig. 194). Arrollemos sobre este cilindro un triángulo rectángulo 
C^AC de modo que el vértice A del triángulo coincida con el punto de inter- 
sección de la generatriz del cilindro con el eje Ox, y el cateto AC l se arrolle 
sobre la sección de este cilindro, situada en el plano Oxy. En este caso la hipo- 
tenusa formará sobre el cilindro una línea llamada hélice . 

Escribamos la ecuación del hélice, designando por x, y, z las -coorde- 
nadas de su punto variable M y por t el ángulo AOP (véase la figura 194). 
Entonces: 

x — acost, y — a sen í, z~PM — AP tgQ, 

donde, 9 designa el ángulo agudo del triángulo C^AC. Notemos que AP = at 

(puesto que AP es el arco de una circunferencia de radio a correspondiente 
al ángulo central t) designemos tg 0 por m. Así obtenemos las ecuaciones para- 
métricas del hélice: 


x = a cosí, i/ = asen í, z = amt 
(aquí t es el parámetro), o en forma vectorial: 

r — ia eos t A- ja sen t -j- k amt. 

De las ecuaciones paramétricas del hélice es fácil eliminar el paráme- 
tro t. Elevando al cuadrado dos primeras ecuaciones y sumándolas, 

22 * 
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hallamos x 2 + y* = a i . Esta es la ecuación del cilindro sobre el cual 
j está trazado el hélice. Ahora, dividiendo, término a término, la segunda 
ecuación por la primera y sustituyendo en la relación obtenida el valor de t 
hallado de la tercera ecuación, encontremos la ecuación de otra superficie 
sobre que está trazada el hélice: 

y , z 

r ; — = tg . 

x am 

Esta es la llamada superficie helicoidal ( helicoide ). Se puede considerarla 
pomo la huella del movimiento de una semirrecta paralela al plano Oxy que 
| i tiene siempre uno de sus extremos en el eje Oz, mientras que la misma semirrecta 
gira alrededor del eje Oz con una velocidad angular constante, y al mismo tiempo, 
con una velocidad constante, se desplaza hacia arriba. El hélice no es más que 
una línea de intersección de estas dos superficies. Por eso, el hélice se puede 
definir mediante dos ecuaciones: 

* 2 + y 2 = a 2 , -7 = tg . 

x am 

§ 2. LIMITE Y DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL 
DE UN ARGUMENTO ESCALAR. 

ECUACION DE LA TANGENTE A UNA CURVA. 

ECUACION DEL PLANO NORMAL 

Volvamos a las fórmulas (!') y (1") del párrafo anterior: 
r = <p (t) i + i|) (t) j + x (0 & 
ó 

r = r(t). 

En el caso general cuando t varía, la magnitud y la dirección del 
vector r varían también. Se dice que r es una función vectorial del 
argumento escalar t. 

Supongamos que: 

lím <p(í) = (p 0 , 

t /o 

lím 

t -*• f 0 

lím x( ¿ )=Xo- 

to t o 

En este caso se dice que el vector r 0 = (p 0 i + tyo j + Xo & es el 
límite del vector r = r ( t ) (fig. 195): 

lím r(t) = r 0 . 

t i 0 

De la última ecuación se deduce que: 

lím | v (t) — r 0 | = lím V [<p(f) — <p 0 ] 2 + N>(0 — ^ol 2 + [X (*) — Xol 2 = 0 

t -*■ to t -> Íq 

y 

lím | r (£) | = | r 0 1. 

t 0 


^ol 2 +[x(0 — Xol 2 = 0 
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Pasemos ahora a la noción de la derivada de una función vectorial 
del argumento escalar 

r ( t ) = <p (i) i + \|) (0 j + x (0 (1) 

suponiendo que el origen del vector r ( t ) coincide con el origen de 
coordenadas. Sabemos que la última ecuación es la ecuación vecto- 
rial de una línea en el espacio. 



Fig. 195 

Elijamos un valor fijo de i, que corresponda a un punto deter- 
minado M en la curva, y demos a t un incremento A i; en este caso 
obtenemos el vector: 

v ( t -f- Ai) = cp (í + Ai) i + \|) (t + Ai) j -f- % (t + Ai) 7c, 

que determina en la curva un punto M i (fig. 196). íjallemos el 
incremento del vector: 

A r =r(t- f- Ai) — r (i) = [<p (i + Ai) — cp (i)] i + 

+ [ii>(í + Ai) — ip (i)] j + [% (t + Ai) — % (i)] 7c. 

Este incremento está representado en la figura 196, por el 
vector MM X — A v (t) donde OM ~ r (i), OMi = r (i + Ai). Consi- 
deremos la razón del incremento de la función vectorial! res- 

Ai 1 

pecto al incremento del argumento escalar; será, evidentemente, un 
vector colineal con el vector Ar (i), puesto que se obtiene de este 

1 

último, al multiplicarlo por factor escalar — . Podemos escribir 
este vector en la forma: 

A r (i) _ cp (i Ai) — cp (i) 

Ai ~ Ai 1 + 


i t (i + Ai) — il? (i) ^ , % (i -f Ai) — x (0 

— — 3 H — 7c. 

Ai Ai 
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Si las derivadas de las funciones <p (£), i|) (t), % ( t ) existen para 
el valor elegido de los factores de i, j,h se transformarán en las 
derivadas 9' ( t ), 9^ (¿), %' ( t ), tendiendo al límite, cuando At ->■ 0 . 

Av 

Por tanto, en este caso, el límite existe cuando At 0 , y es 

igual al vector 9' ( t ) i -f 'ij/ ( t ) j -f %' ( t ) k: 

lím = 9 (t) i -\r\ \> (t) j + % ( t ) k. 
aí — o At 



Fig. 196 


El vector determinado por la última igualdad se llama derivada 
del vector r ( t ) respecto al argumento escalar t La derivada se 

designa por el símbolo o r' . 

Así 

= r = 9' (t) i (t) j + % (¿) ^ (2) 


ó 


dr 


dt 


dx . 

1 

dt 



3 + 



( 2 ') 


Determinemos la dirección del vector . 

dt 

Guando At -> 0 , el punto M t tiende al punto M y la dirección 
de la secante MM\ coincide en el límite con la de la tangente. Por 

tanto, el vector de la derivada está dirigido a lo largo de la tan- 
gente a la curva en el punto M. El largo del vector “ se determina 
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por la fórmula*) 




Los resultados obtenidos permiten escribir la ecuación de la 
tangente a la curva 

r = xi + yj -f zk 

en el punto M ( x , y , z), teniendo en cuenta que en la ecuación de 
la curva x = 9 (£), y = (£), z = % ( t ). 

La ecuación de la recta que pasa por el punto M ( x , y, z) tiene 
la forma: 



X— s 


Y -y 


Z-z 


donde X, Y, Z son coordenadas de un punto variable de la recta 
y m, n, p , las magnitudes proporcionales a los cosenos directores 
de esta recta (es decir, a las proyecciones del vector director de la 
recta). 

Por otra parte hemos establecido que el vector 

dr dx . . dy . , dz , 

= 1 H — — j H k 

dt dt dt dt 

está dirigido, siguiendo la tangente. Por eso las proyecciones de 
este vector son los números proporcionales a los cosenos directores 
de la tangente y, por consiguiente, a los números m, n, p. La ecuación 
de la tangente será entonces: 

X-X 'v-y _Z-z (4) 

dx dy dz 

dt dt dt 


Ejemplo i. Escribir la ecuación de la tangente al hélice 
x = a cosí, y — asen t, z = amt , 

para t arbitrario y para t — . 


Solución. 


— — a sen t, 


dy dz 

—i. = a cosí, — — = am. 
dt ’ dt 


*) Supongamos que en los puntos estudiados 0. 
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Según la fórmula (4) tenemos: 

X — a eos / _ Y— asen t _ Z — amt 
— a sen t a eos t am 


En particular, cuando t=-^-, obtenemos: 

„ a V2 v «1/2 

A 2 ^ 2 

a ~[/2 a]/2 

2 2 


Z — am 


it 

T 


am 


Lo mismo que en el caso de una curva plana, la recta' perpendi- 
cular a la tangente y que pasa por el punto de tangencia, se llama 
normal a la curva en el espacio en el punto dado. Es evidente que 
existe una infinidad de normales a la curva en el espacio en el punto 
dado. Todas ellas se hallan en un plano perpendicular a la tangente. 
El plano mencionado se llama plano normal. 

Deduzcamos la ecuación del plano normal, partiendo de la con- 
dición de su perpendicularidad respecto a la tangente (4): 

*L(X-x) + ^L(Y-y)+^-(Z-z) = 0. (5) 

dt dt dt 


Ejemplo 2. Escribir la ecuación del plano normal a la hélice en el 
punto donde í==— . 

Solución. Utilizando los resultados del ejemplo 1 y la fórmu- 
la (5), tenemos: 

_ j/2 ( x _jqi j + yi + m (*-«.£) = 0 . 

Deduzcamos ahora la ecuación de la tangente y del plano normal 
para una curva en el espacio en el caso de una curva dada por las 
ecuaciones: 

<Di (x, y , z) = 0 , 0 2 (x, y, z) = 0 . (6) 

Expresemos las coordenadas x, y, z de esta curva en función 
de un parámetro arbitrario t : 

* = <P (*)» U = t (*). z = X (*)• (7) 

Supongamos que cp (í), ij) (¿), % ( t ) son las funciones derivables de t. 

Sustituyendo x, y, z en la ecuación (6) por sus valores en función 
de t para los puntos de la curva, obtenemos dos identidades respec- 
to a t : 



x (OJ = 0, 

(8a) 

!>(*), ^ (¿), 

x(f)] = o. 

(8b) 



- ,í 


C '/A . & | 


■ , 




> 
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Derivándolas respecto a t, encontramos 

<90 t dx . <90! dy <90 f dz 


dz dt 
<90 2 dz 

dx dt dy dt dz dt 


dx dt 
<90 2 


dy dt 
«90 2 dy 


= 0 , 


0. 


(9) 


De las ecuaciones (9) se deduce que 

dx <90 1 <902 «90 t <90 2 dy d0 t <90 2 

dt 


d0 t d0 2 


dy dz dz dy 

dz d0i <90 2 <90 4 <90 2 

di <9# dy dy dx 


dt 


dz dx 


dx dz 


dz <90! <90 2 d0j d0 2 
dt dx dy dy dx 


( 10 ) 


Supongamos que ^ in em b ar g°i se puede 

demostrar que las fórmulas definitivas (11) y (12) (que aparecen 
más abajo) son también válidas para el caso en que esta expresión 
es igual a cero, siempre y cuando por lo. menos uno de los determi- 
nantes que figuran en estas formulas es diferente de cero. De las 
igualdades (10) tenemos: 


dx 

dt 


dy 

dt 


dz- * 
dt 


<90 ! (902 <90 i <902 (90 ! <90 2 <90! <902 (90! <902 <90 ! <902 

- dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx 

Por tanto, en virtud de la fórmula (4), la ecuación de la tangente 
tendrá la forma: 


X — x Y — y Z — z 

<90 1 <90 2 _ <90 t <90 2 <901 <90 2 d0, d0 2 ~ d0! d02 d^idQ)^ 

dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx 
o, utilizando determinantes: 



( 11 ) 
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La ecuación del plano normal será 

cXPicKPi dcpj dOj 

dz dx dx dy 

+ 60 , 80 , + 80 , 60 , =°‘ < 12 > 

dz dx dx dy 


dOidd) i 
dy dz 
^ X ~* ) d® 2 d® 2 
dy dz 



Fig. 197 


Las últimas fórmulas son válidas sólo cuando en éstas por lo 
menos uno de los determinantes es diferente de cero. Si en un punto 
de la curva todos los tres determinantes 

ddjjd^i d^id^j 

dy dz dz dx dx dy 

dO) 2 dQ 2 ’ d(D 2 dd ) 2 ’ dO> 2 d <¡) 2 
dy dz dz dx dx dy 

se anulan, el punto mencionado se llama punto singular de la curva 
en el espacio. La curva puede no tener ninguna tangente en este 
punto, igual que en los puntos singulares de las curvas planas 
(véase § 19, cap. VIII). 

Ejemplo 3. Hallar las ecuaciones de la tangente y del plano normal 
ala curva deíinida por la intersección de la esferajc 2 + y 2 + z 2 = 4r 2 , y el 
ilindro x 1 -J- y 2 = 2 ry en el punto M (r, r, r~\/ 2) (fig. 197). 
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Solución. 


01 (x, y, z) = z 2 :f y 2 + z 2 — 4r*, 
02 {x, y, z) = x 2 4 -y 2 — 2ry, 
50 t 


=2x, S^-2», 


dx 

d®2 


= 2x. 


dy 

dd>2 


dz 


= 2 z. 


-.2y — 2r, Í®*-=0. 

5x dy y ’ 5z 

Los valores de las derivadas en el punto dado M serán: 

= 2r V 2, 

= 0 . 



= 2 r. 

50i 

= 2r , 

501 

dx 

dy 

dz 

502 

o r 

50 2 

— o 

50 2 

dx 

— ¿r, 


— 

dz 


Por eso, la ecuación de la tangente es 

X — r Y — r Z 


■rV2 


o y 2 -1 ’ 

y la ecuación del plano normal 

y 2 (F— r) — (Z — r y 2) = 0. 


(1) 

(2) 


§ 3. REGLAS DE DERIVACION DE LOS VECTORES 
(FUNCIONES VECTORIALES) 

Hemos definido la derivada del vector -* 

r(t) = <p (t)i + q ( t)j + % ( t)k 

es igual a 

r' ( t ) = <p' (t)i + t]/ (t)j + X ' (*)&• 

De esta definición se deduce inmediatamente que las reglas 
fundamentales de la derivación de las funciones son válidas también 
para los vectores. 

Introduzcamos abora ciertas fórmulas de derivación de las 
funciones a partir de los vectores. Estas fórmulas nos serán necesarias 
más adelante. 

I. La derivada de la suma de vectores es igual a la suma de derivadas 
de estos vectores. 

En efecto, si están dados dos vectores 

n (t) = <pí (í) i + i|>i ( t ) j + xi (0 k, 1 
r 2 (t) = q> 2 ( t ) i 4- il> 2 ( t ) i + X 2 ( t ) k\ j 

su suma será: 

r i (0 + **2 ( l ) = 

= [<Pl (t) + qp2 (t)H + tyl (t) + ^2 (t)]j + ÍXl (¿) -f %2 (t)]k. 


( 3 ) 








' ’''*<■ ' "_ » . ....,,' A¿'C i-'.','. -- 
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Según la deñnición, la derivada de un vector variable es: 

' 1 ~ 2 ^ ^== [<Pl (¿) -f~ <P2 (^)J ^ “t - [^l (^) “f~ (^)] j + 

4"[Xi (*) 4~ XaíOffe 

= [<PÍ (t) + <PÍ (*)] i + [tí (t) + tí (í)] j H- 


dt 


d[r x ( t ) + r 2 (í)] 


dt 

4- [xí (t) 4- xí (03 fe = <pí ( ¿ ) * + tí (*) ó 4- xí (*) fe 4- <pí (O ¿ 4- 

4- tí (*) j 4- xí (O fe = **í 4- 

Por tanto, . 

d [^i (í) 4- rj (í)] _ dTj dr 2 
dt dt dt 


(I) 


II. La derivada del producto escalar de dos vectores se expresa 
mediante la fórmula: 


d ( r ‘ r *> dr >r 2 +r t dr2 


dt 


dt 


dt 


(ID 


En efecto, si los vectores Vi (£),* r 2 ( t ) está,n definidos por las 
fórmulas (3), su producto escalar es igual " 

ri ( t ) r 2 ( t ) = <Pi<P2 4 - tit2 4 - XiXa- 

Por eso 
d(rir 2 ) 


dt 


- 91^2 4 - ^1^2 4 - tit2 4 - tit2 4 - X1X2 4 - X1X2 == 

= (<PÍ<P2 4- tít2 4- XÍX2) 4- (<Pi<PÍ 4- tita 4- X1X2) — 

= (<pH 4- tíi 4- xífe) (<ft¿ 4- 1 *j 4- X 2 fe) 4 - 

di* di * 

4- (<Pi¿ 4- ti .7 4- Xife) (<J>2* 4- ts J 4- xífe) = — ~ r 2 + Vi —7 

OÍ oí 

Queda así demostrado el teorema. 

De la fórmula (II) se deduce siguiente corolario importante. 

Corolario: Si e es un vector unitario , es decir , | e | = 1 , su deri- 
vada es un vector perpendicular al vector unitario. 

Demostración: Si e es un vector unitario, entonces: 

ee = 1. 
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Derivemos ambos miembros de la última igualdad respecto a t: 


de 


de 


dt 


dt 


2e 


de 


dt 


e = 0. 


0, 


es decir, el producto escalar 


de 


0, 


dt 

lo que significa que el vector es perpendicular al vector e. 

III. Si f ( t ) es una función escalar y r (t) es función vectorial , 
entonces la derivada del producto f (t) • r(t) se expresa por la fórmula : 


d(fr) ^df - ^dr 
dt dt dt 


(III) 


Demostración: 

Si r ( t ) se determina por la fórmula (I), entonces / (¿) r (t) = 
= /(*)< P (¿) i + 7 (t) ( t ) j -f / (í) y, (t) k. 

Según la fórmula (2), tenemos: 
d[f(t) 


dt ■ \ dt dt ) \ dt * dt ) 

df 


+ 




dt 


(<P* + x|) j + xk) + 


+'(í< + £*+£*) 

lo que se trataba de demostrar. 


df - dr 

r f . — 

dt dt 


Si f (t) = a — const, entonces |=0 y se deduce la regla 
siguiente. 

IV. El factor constante numérico se puede sacar fuera del signo 
de la derivada 


d{a-r ( t )) 
dt 


a — — = ar (í). 
dt 


(IV) 


a - ; 


. ■ i 

m 

a.h 

$ 


| 


■ '■■■•'! 
' '4 

■- i 1 

'I 
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De modo análogo al empleado en la fórmula II se demuestra que: 
V. La derivada del producto vectorial de los vectores r i ( t ) y r 2 ( t ), 
se determina por la fórmula : 

d(r t x r z ) dr x - - dr 2 

— - = ~r x r z + r t x —í. (V) 

dt dt 


§ 4. DERIVADAS PRIMERA Y SEGUNDA DE UN VECTOR 
RESPECTO A LA LONGITUD DEL ARCO. 

CURVATURA DE LA CURVA. NORMAL PRINCIPAL. 
VELOCIDAD Y ACELERACION DEL PUNTO 
DURANTE EL MOVIMIENTO CURVILINEO 

La longitud del arco*) de una curva en el espacio M 0 A = s 
se determina de manera semejante a la definición de una curva plana 
(fig. 198). Cuando el punto variable A (x, y , z ) se desplaza a lo largo 


y jv\Mx,y,z) 


Fig, 198 

de la curva, la longitud del arco s varía y, viceversa, cuando ,s 
varía las coordenadas x , y, z del punto variable A de la curva varían 
también. Por tanto, se puede considerar las coordenadas x , y , z 
del punto variable A de la curva como funciones de la longitud del 
arco s : 

x = q> ( 5 ), 

y = (s), 

Z = X («)• 

En estas ecuaciones paramétricas de la curva el parámetro es 
la longitud del arco s. 

*) La longitud del arco de una curva en el espacio se determina del modo 
semejante a la de una curva plana (véase § 1, cap. VI y § 3 cap. XII). 
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El vector OA ■= r se expresará correspondientemente en la 
forma: 

r = <p (s) i + A ( s ) j + % ( s ) k, 
ó 

r = r (s), 

es decir, el vector r es una función de la longitud del arco s. 

Aclaremos el sentido geométrico de la derivada^ . De la figu- 
ra 198 se deducen las siguientes igualdades: 


M^A — s, AB — A $, Afjfi — s — [- As, 
O A = v (s), OB — r ( s +- As), 

AB — A r = r (s + As) — í 1 (s), 

Ar AB 


As 


AB 


dr 


Ar 


lím -t— está orientado, 

As-vO As 


Hemos visto, en el § 2, que el vector ds 

siguiendo la tangente a la curva en el punto A , en dirección del cre- 

AB 

cimiento de s. Por otra parte, tenemos la igualdad: lím | | = 1 

AB 

[límite de la razón de longitud de la cuerda con respecto al largo 

di' 

del arco*)]. Por consiguiente, es un vector unitario dirigido 

ds 

siguiendo a la tangente; designemos este vector por cr: 

dr 


ds 


= G. 


( 2 ) 


Si el vector r está dado por las proyecciones: 

r = xi + yj + zk, 


entonces: 


además, 


dx . , dy . dz , 

— t + — j -| k, 

ds ds ds 




(3) 





*) Esta correlación, como hemos demostarado (§ 1, cap. VI) para una 
curva plana, se verifica, también para una curva en el espacio r (t) — cp (í) i -}- 
+ ^ (t) J x (í) k, si las derivadas de las funciones <p (t), ^ ( t ) y x (0 son 
continuas y no se anulan simultáneamente. 
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d? >/ ¥* 

Examinemos ahora la segunda derivada de la función vecto- 

d/í‘ 

rial r, es decir, de la derivada —j— y demos el significado geométrico 

de esta segunda derivada. 

De la fórmula (2) se deduce: 


drr 


d 


dr 


ds z ds L ds J 
Por tanto, debemos calcular lím 


da 
ds 
A a 

As->0 As 



En la figura 199 se ve que AB — As, AL — a, BK — a + Acr. 
Tracemos del punto B el vector BL± = a. Del triángulo BKLi 
tenemos: 

BK = ¡di,, + LJC 

o, 


a -f Aa = a + L^K. 

Por tanto, L^K = Aor. Puesto que, según lo demostrado, la 
longitud del vector a no cambia, entonces j a | = | a + Aor |, 
por consiguiente el triángulo BKL t es isósceles. 

El ángulo A(p en el vértice de este triángulo es el ángulo de rota- 
ción de la tangente a la curva, cuando pasa del punto A al pun- 
to B , es decir, el ángulo corresponde al incremento de la longitud 
del arcó As. Del triángulo BKL t tenemos: 


L l K = [ Aor | = 2 | o- 1 



= 2 


sen 


Atp 

~ 2 ~ 


(puesto que | q | = 1). 
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Dividamos los dos miembros de la última ecuación por 4 s : 



Aqp 

Aqp 


Acr 

sen 

o á 

sen 2 

Aqp 

As 

As 

Aqp 

As 



2 



Acr 

da 

As 

ds 


Tomemos límites en ambos miembros de esta igualdad para As -»• 0. 
En el primer miembro obtenemos: 


Luego, 


lím 

As -*■ 0 


puesto que en el caso dado consideramos las curvas que tienen como 

límite lím ^ y, por consiguiente Aqp — »- 0 cuando As 0. 

As-*-0 As 

Así, después de tomar límites, tenemos: 

da Aqp " 

= lim — — . (4) 

ds As -*■ o As 

La razón (en valor absoluto) del ángulo Aqp de rotación de la tangente 
con respecto a la longitud As del arco AB , cuando se pasa del pun- 
to A al punto B se llama (igual que para una curva plana) curvatura 
media de la línea dada en el segmento AB: 

Aqp 

curvatura media = . 

As 


El límite de la curvatura media, cuando As — 0, se llama 
curvatura de la línea en el punto A y se designa por K: 

K= lím . 

As -V 0 As 

De la igualdad (4) se deduce que | \ = K, es decir, la longitud 

de la derivada del vector unitario*) de la tangente respecto a la 

*) Recordemos que la derivada de un vector es también vector y por eso 
se puede hablar de la longitud de la derivada. 

23—601 
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longitud del arco es igual a la curvatura de la línea en el punto dado. 

Puesto que a es un vector unitario, su derivada es perpendicular 

a éste (véase § 3, cap. IX, corolario). 

Así, el vector 4^- está dirigido, siguiendo la perpendicular al 
as 

vector de la tangente y su longitud es igual a la curvatura de la 
curva en este punto. 

Definición: Una recta que coincide en dirección con el vector 4 — 

ds 

y pasa por el punto correspondiente de la curva se llama normal 
principal de la curva en el punto dado. Designemos por n el vector 
unitario de esta dirección. 

do 

Puesto que la longitud del vector — es igual a la curvatura K 


ds 


de la curva, tenemos: 


da 


ds 


Kn. 


La magnitud — , inversa a la curvatura, se llama radio de cur- 
K 

vatura de esta línea en el punto dado y se designa por i?, es decir, 
1 

— = R. Entonces, se puede escribir: 


d 2 r 


di y 


n 


ds 


ds 


R 


De la fórmula 

(5) 

se deduce: 




1 ■_( 

d 2 r V 



R 2 V 

ds 2 ) 

Pero, 





d 2 r 

Sx . 

— — — - i. -j- . 

d z y . 
■Hr 3 


ds 2 

ds 2 

ds 2 

Por tanto, 





(5) 


( 0 ) 


d 2 z 
ds 2 


1 

~R 




La última fórmula permite calcular la curvatura en un punto 
cualquiera, de una curva dada por sus ecuaciones paramétricas, en 
las que el parámetro es la longitud s del arco, (es decir, cuando el 



: ■ í : í n 
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íM 

radio vector del punto variable de esta curva es una función de la 
longitud del arco). 

Examinemos el caso en que el radio vector r es función de un 
parámetro arbitrario t: 

r = r (t). ¿ 

Supongamos que en este caso, la longitud del arco s es una 
función del parámetro t. El cálculo de la curvatura se efectúa del 
modo siguiente: ■ 

dr dr ds ^ 


dt ds dt 


Puesto que*) 


entonces: 


/ dr y / ds y 

WT/ _ wT/ 


Derivando los dos miembros y dividiéndolos por dos, tenemos: 

dr d 2 r ds d 2 s — 

dt dt 2 dt dt 2 

De la fórmula (7) se deduce: 

dr dr 1 

ds dt ds 

dt 

Derivando respecto a s ambos miembros de la última igualdad 
tenemos: 

d 2 s 

d 2 r d 2 r 1 dr dt 2 


1 

dr 

dt 2 

ds Y 

dt 

( ds 

dt 1 


l ~dt t 

dr 

= lím 

A r 

ds 

As=0 

As 


Pero A r es la cuerda 


del arco de la longitud As. Por eso, — r tiende a 1, cuando As — ^0. 

As 


23 * 


Introduciendo en la fórmula (6) la expresión encontrada para 


obtenemos: 


d ¿ s 

dr dt 2 


os -y dí (^) s j 

/ d 2 r\ 2 / ds y ^ di* 
\ dt 2 ) \ dt ) dt 2 d£ 


ds drs 


dt dt 2 


/ dr\V d 2 sV 
\ di ) \ dt 2 / 


f_ds_\ 6 

7.2 


r 

Expresando — y — ^ en función de las derivadas de r (¿), a partir 


de las fórmulas (8) y (9), obtenemos*): 

/ d 2 r y ( dr Y í d 2 r dr V 

1 V dt 2 ) V dt ) \ dt 2 dt ) 


R 2 


* 


IV dt ) J 



La fórmula (10) se puede escribir también en la forma**): 

f dr d 2 r l 2 


di* d 2 i* 

X - 

1 L dt dt 2 


*) Transformemos el denominador del modo siguiente: 

d-) 8 ={(^n 3 ={(^n s - - 

( di* \ ^ ¿ j* \ 2 

* puesto que ( -jj I designa el cua- 
drado escalar del vector ~ , mientras que | ("^7") j' designa el cubo del 

número - L a expresión no tiene sentido. 

**) Hemos aprovechado la identidad a 2 ¿> 2 — (a¿») 2 = (a x &) 2 . Para demos- 
trar que esta identidad es válida es suficiente escribirla en la forma: 
a 2 ó 2 — ( ab eos q)) 2 = ( ab sen (p) 2 . 
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Hemos obtenido la fórmula que permite calcular la curvatura 
de la curva en cada uno de sus puntos, dada por las ecuaciones 
paramétricas arbitrarias. 

Si, en un caso particular, la curva es plana y está situada en el 
plano Oxy , sus ecuaciones paramétricas son: 

x = cp ( t ), 

y = $ (4 

z — 0. 

Sustituyendo las expresiones de x, y , z en la fórmula (11), obte- 
nemos la fórmula ya conocida (véase cap. VI), que determina la 
curvatura de una curva plana dada por las ecuaciones paramé- 
tricas: 

K _ (*) V (0 — (*) (0 1 

Ejemplo. Hallar la curvatura de la hélice 

r=ia eos t -f Ja sen t -f- k amt 

en un punto arbitrario. 

Solución: 

dr 

— — ia sen t ja eos t -j- kam, 
dt 

d 2 r 

- a = — ia eos t — ja sen í, 


dr d 2 r * jk 

~dT ^ dt 2 ~ ~ — ü SGn 1 n eos t am =¿a 2 m sen t — ja 2 m eos t + ka 2 . 


— a eos t —a sen t 0 
t dr d 2 r 2 


(■£*-£)=«•<»*+»• 

( di* \ ^ 

— - J —a! 2 sen 2 i-j-« 2 cos 2 í-j-a 2 ra 2 — a 2 (1 -j-ro 2 ). 

Por tanto, 

1 (m 2 4-1) 1 

"Tí 2 ^ ~~ [a 2 (1 -j- w 2 ))^ _ a 2 (1 -j- m 2 ) 2 ’ 

de donde 

R = a (1 -j- m 2 ) ~ const . 

Así, el radio de curvatura de la hélice es constante. 

Observación. Siempre se puede suponer que una curva plana 
está situada en el plano Oxy (lo que se puede demostrar fácilmente, 
transformando el sistema de coordenadas). Por consiguiente, en 

el plano Oxy , z — U; pero en este caso, — \ — 0, y, por tanto, el 
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tiempo t. Entonces podemos escribir la fórmula 12: 

dv dv ds .... 

V = = G-V (14) 

dtdsdt 

ds 

donde, i? = — r— es valor absoluto de la velocidad, a es vector unitario 
dt 

orientado a lo largo de la tangente en la dirección del movimiento. 

Aceleración de un punto en el movimiento curvilíneo. En el 
§ 25, capítulo III, hemos considerado la aceleración del movimiento 
rectilíneo. Análogamente, en el movimiento curvilíneo, la segunda 
derivada del vector de la velocidad respecto al tiempo se llama 
aceleración w de un punto : 

- dv 

w =—’ ( 15 ) 

dt 


Por consiguiente. 


- d ¿ T 

W ~~df 


A partir de la fórmula (14) obtenemos: 

— dv d (va) 

w= = — — . 

dt dt 

Desarrollando la última derivada según la fórmula (III) § 3* 
tenemos: 

— dv - da /A 

w = o + y . (17) 

dt dt 

do 

Transformemos la derivada — — , usando la fórmula (5): 

CLZ 

da do ds n 

— — v. 

dt ds dt R 


Introduciendo la expresión de -jj- en la igualdad (17), obtenemos 


en definitiva: 


— dv — 2 n 

w = ——•0 4- v — 
dt R 


, _ 
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Aquí, o es el vector unitario orientado a lo largo de la tangente 
en dirección del movimiento, n es un vector unitario dirigido a lo 
largo de la normal principal. 

Por consiguiente, se puede interpretar la fórmula (18) así: la 
proyección de la aceleración de un punto sobre la tangente es igual 
a la primera derivada del valor absoluto de la velocidad; la proyec- 
ción de la aceleración sobre la normal principal es igual al cuadrado 
de la velocidad dividido por el radio de curvatura de la trayectoria 
en el punto dado. 

Puesto que los vectores o y n son mutuamente perpendiculares, 
el módulo de aceleración se determina por la fórmula: 


w 




(19) 


§ 5. PLANO OSCULADOR. BINORMAL. TORSION 


Definición 1. El plano que pasa por la tangente y la normal 
principal a una curva dada en el punto A se llama plano osculador 
en este punto A. Cuando una curva es plana, el plano osculador 
coincide con el plano de la curva. Si la curva no es plana, dos planos 
osculadores en los puntos P y de la curva, forman entre sí un 
diedro p,. Cuanto mayor es el ángulo p,, tanto más la curva se dife- 
rencia de la curva plana. Con el fin de precisar este* problema intro- 
duzcamos la definición siguiente. 

Definición 2. La normal a la curva, perpendicular al plano 
osculador, se llama binormal. 

Tomemos un vector unitario b sobre la binormal y dirijámoslo 
de tal modo que los vectores a, n, b formen una terna de misma 
orientación que los vectores unitarios i, j, & de los ejes de coorde- 
nadas (figs. 200, 201). 

En virtud de la definición de los productos vectorial y escalar 
de vectores tenemos: 

b = a x n; bb 1. (1) 

Hallemos la derivada . Según la fórmula (IV) § 3, 


ds 

db d(o X n) da 


ds 


ds 


ds 


- dn 

X t i- — j— (7 X 

ds 


( 2 ) 


da Yb / / o / \ 

(vease § 4), por eso: 

ds tí 


da 

ds 


x n 


— n X n = 0 
ñ 


Pero 


Plano osculador. B ¿normal. Torsión 
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y fórmula (2) toma la forma: 

db 


. v dn 

— = a x 

ds ds 


(3) 


Partiendo de la definición de producto vectorial se deduce que 
df} 

el vector es perpendicular al vector de la tangente a. Por otra 




parte, es perpendicular a b puesto que b es un vector unitario 
(véase § 3, corolario). 

di) r 

Por tanto, el vector — p- es perpendicular también a a y b, es decir, 

ds 


es colineal al vector n. 

Designemos por ~ la longitud del vector 
gamos: 


es decir, pon- 


db 


Entonces, 


ds 

db 

ds 


n. 


1 


La magnitud se llama torsión de la curva dada. 

El diedro ji, formado por los planos osculadores correspondientes 
a dos puntos de la curva es igual al ángulo formado por las binorma- 
les. Análogamente a la formula (4) § 4 cap. IX, se puede escribir: 


db 

ds 


= lím 

As 0 




As 


Así, la torsión de la curva en el punto A , en valor absoluto, es 
igual al límite a que tiende la razón del ángulo p formado por los 
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planos osculadores en el punto A y en el punto vecino B , respecto 
a la longitud | As | del arco ^41?, cuando As->0. 

Si la curva es plana, el plano osculador no varía su dirección 
y, por tanto, la torsión es igual a cero. 

De la definición de torsión se deduce que esta magnitud caracte- 
riza la desviación de la curva en el espacio respecto a la curva plana. 
La magnitud T se llama radio de torsión de la curva. 

Hallemos la fórmula para calcular la torsión. De las fórmulas (3) 
y (4) se deduce: 

1 dn 

— n = G X . 

T ds 

Multiplicando (escalarmente) ambos miembros por n obtenemos: 


nn = n 


a X 


dn 

ds 


El segundo miembro de esta igualdad es el llamado producto 

dn 

mixto (triple) de tres vectores n, a y . Como sabemos, tal pro- 
ducto no varía por la permutación de los factores en orden 
circular. Como nn = 1, escribamos la última igualdad en la 
forma: 


T 


= a 


dn 
L ds 


X n 


T 
d 2 r 


= — a 


n X 


dn 
ds J 


Pero, como n — R , entonces: 

ds ¿ 


dn 


ds 


R 


d 3 r 


ds 3 


dR d 2 r 


ds ds 2 


( 5 ) 


n X 


dn 
ds J 


= R 


d 2 r 

ds 2 


X <R 


d 3 r 


ds 3 


dR dS 


ds ds 2 


r}~ 


= R 2 


d 2 r 

d 3 r 

+ R 

dR 

d 2 r 

dV 


X — r 


— ^ x 


_ ds 2 

ds 3 _ 

ds 

_ ds 2 

ds 2 _ 


Puesto que el producto vectorial de un vector por sí mismo es igual 
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a cero, 


Así, 


d 2 r d 2 r 
X 


L efe 2 


ds ¿ J 


= 0. 


dn 

n X 

= R ¿ 

ds _ 

_ 


efr 

efe 2 


X 


dV 

efe 3 J 


dr 


Notemos que a = ; según la igualdad (5), de donde: 


T efe 


e¿ 2 r e¿V 
X 


efe 2 


efe 3 J 


( 6 ) 


Si el vector r está expresado en función de un parámetro arbi- 
trario t, se puede demostrar*) (utilizando el mismo procedimiento 


*) Efectivamente, 


dr dr ds 
dt ds dt 


Derivemos una vez más esta igualdad respecto a t: 

d 2 r d / dr \ ds ds dr d 2 s d 2 r / ds \ 2 

di 2 ds V ds j dt dt ds dt 2 ds 2 \ dt j 


dr d 2 s 
ds dt 2 


Volvemos a derivar respecto a t: 
d 3 r__ d / d 2 r\ ds / ds \ 2 d 2 r 

di 3 ds \ ds j dt \ dt ) ds 2 


ds d 2 s d / dr \ ds d 2 s dr d 3 s 

dt dt 2 ‘ ds v ds / dt dt 2 ds di 3 

d 3 r / ds \ 3 , d 2 r ds d 2 s dr d 3 s 

"ds 3 \“d7J di 2 ~dT~dt 2 + ~d7 di 3 


Formemos el producto mixto (triple) 

dr / d 2 r d a r \ dr ds íl" d 2 r / ds \ 2 dr d 2 s “I 

*dT \~dfi ^~dt? j = ~cíi ~dt \ \1T ) + ~di ~dt 2 ] X 

r d 3 r / ds \ 3 „ d 2 r ds d 2 s dr d 3 r~| "i 

X Ld^l“drJ ‘ ^ Is 2 ~dt H 2 ' ~ds ~d/fí J / * 


Desarrolando este producto según la regla de multiplicación de los polino- 
mios y omitiendo todos los términos que contengan por lo menos dos factores 
vectoriales idénticos (puesto que el producto mixto de tres factores en el cual 
aunque dos factores son idénticos es igual a cero) obtenemos: 


dr , 

( d 2 r 

d 3 r> 

dr 

/ d 2 r d 3 r\ / ds \ 

dt 1 

[ dt 2 X 

di 3 t 

~ ds 

V ds 2 X ds 3 ) \ dt ) 


Finalmente 

/ ds \ 2 / dr \ 2 , / ds \ 6 f / dr \ 2 ’l 3 

(■¿r) = (“dT ) 0 (ir) } * 

obteniendo así la ecuación buscada. 
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Solución: 


= a 3 m, 


Por tanto: 


[ 


— a sen t a eos t am \ 

— a eos t — a sen t 0 
a sen t —a eos t 0 

— X-^p- =a 4 (l-f-m 2 ) (véase el ejemplo § 4). 


dr I" dV d 3 r “1 _ 
~dt\_-dÍ* X ~dt 3 '}'~ 


a 4 (1 -f- m. 2 ) _ 
a 3 m 


a(l-f m 2 ) 


§ 6. PLANO TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPERFICIE 

Sost 

F ( x , y , z) = 0, (1) 

la ecuación de una superficie. 

Introduzcamos las siguientes definiciones. 

Definición 1. Si una recta es tangente a una curva cualquiera 

situada sobre una superficie y pasa por un punto P, esta recta se 

llama tangente a la superficie en el punto P ( x , y, z). 

Puesto que una infinidad de curvas, trazadas sobre la superficie, 

pasan por el punto P, en general, existe en este punto, igualmente 

una infinidad de tangentes a esta superficie. 

Introduzcamos las nociones sobre los puntos singulares y simples 

de una superficie F (x, y , z) = 0. 

o- i . . i , . dF dF dF 

Si en el punto M (x, o, z) las tres derivadas — , , — son 

dx oy dz 

iguales a cero o, por lo menos, una de estas derivadas no existe, 
entonces M es un punto singular de la superficie. Si en el punto 

_ , , v A , . , dF dF dF . 4 

M ( x , y, z) las tres derivadas — , — — , — existen y son continuas 

dx dy dz 

y por lo menos una de éstas es distinta de cero entonces M es un 
punto simple de la superficie. 

Ahora podemos enunciar el teorema siguiente: 


Teorema: Todas las tangentes rectas a la superficie dada (1) en 
su punto simple P pertenecen a un mismo plano. 

Demostración: Estudiemos en la superficie una curva L (fig. 202) 
que pasa por el punto dado P de una superficie. 

Sean 

* = <p (0; y = ^ ( ¿ ); z = x (¿)> (2) 

las ecuaciones paramétricas de esta curva. 

La tangente a esta curva será una tangente a la superficie. Las 
ecuaciones de esta tangente son: 

X — x Y — y Z z 


dx 

dt 


dy_ 

dt 


dz 

dt 



' ' .* 
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Se puede calcular las proyecciones de este vector a partir de las 
ecuaciones (2), si damos al parámetro t el valor que corresponde al 

dp 

punto P. Calculemos el producto escalar de los vectores 3 7 y -7- . 

dt 

Este producto escalar es igual a la suma de los productos de las 
proyecciones correspondientes: 

__ dr dF dx dF dy dF dz 

N = f —4 . 

dt dx dt dy dt dz dt 



En virtud de la igualdad (3) el segundo miembro es igual a cero 
por consiguiente: 


dv 

N — - = 0 . 

dt 


De la última ecuación se deduce que el vector N es perpendicular 
di* 

al vector de la tangente-^- a la curva (2) en el punto P. La demostra- 


ción dada es válida para cualquier curva (2) trazada sobre la super- 
ficie, y que pasa por el punto P. Por consiguiente, todas las tangentes 
a esta superficie en el punto P son perpendiculares respecto a un 
mismo vector N, por lo que todas las tangentes pertenecen 
a un mismo plano perpendicular al vector N. El teorema queda 
demostrado. 


Definición 2. El plano, formado por todas las tangentes en un 
punto P a las curvas trazadas sobre una superficie que pasan por 
este punto, se llama plano tangente a la superficie en el punto P 
(fig. 203). 

Notemos que en los puntos singulares de la superficie puede no 
existir el plano tangente. En tales puntos las rectas tangentes a la 
superficie pueden no pertenecer a un mismo plano. Así, por ejemplo, 
el vértice de una superficie cónica es un punto singular. Las tangen- 
tes a la superficie cónica en este punto no pertenecen a un mismo 
plano, formando también una superficie cónica. 
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Escribamos la ecuación del plano tangente a la superficie (1) 
en un punto simple. Este plano es perpendicular al vector (4), su 
ecuación tiene la forma: 


dF_ 

dx 


(X-x) 



(Y -y) 



(Z — z) = 0 


Si la ecuación de superficie es 

z = f(x, y ), ó z — f (x, y) = 0, 

entonces 


dF _ df dF _ df dF _ i 

dx dx dy dy dz 

y la ecuación del plano tangente es 

Z-z = -^-(X~x) + -^-(Y-y). 

dx dy 

Observación: Si hacemos en la fórmula (6') X — x = Ax, 
Y — y — Ay , obtenemos: 

V d/ . df A 

Z — z — — — Ax -f- — — Ai/; 

dx dy 


su segundo miembro es la diferencial total de la función z = / (x, y). 
Por tanto, Z — z — dz. Así, la diferencial total de una función 
de dos variables en el punto M (x, y), que corresponde a los incre- 
mentos Ax y Ay de las variables independientes x e y, es igual al 
incremento correspondiente de la cota (z) del plano tangente a la 
superficie que representa la gráfica de la función dada. 


Definición 3. La recta, trazada por el punto P (x, y, z), de la 
superficie (1) de modo perpendicular al plano tangente se llama 
normal a superficie en este punto (fig. 203). 

Escribamos las ecuaciones de la normal. Puesto que su dirección 
coincide con la del vector A, sus ecuaciones son 

X — x Y — y Z — z 
dF ~ dF ~ ~~d¥~ ' 
dx dy dz 

Si la ecuación de la superficie es z = f (x, y), ó 
z — f (x, y) = 0, 
las ecuaciones de la normal son: 

X — x Y — y Z — z 

~ZJL = --?L = v 

dx dy 


** - .' . . '.*-_/ ■*•• " v • .** ’. f'T" * ■'• v* . *jT > ' ■ • \ - » < J *'." # . 


-’•'. - v . . ~ . 

' í?W|i8 
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Observación: Sea F {x, y , z) = 0 la superficie del nivel para 
una función de tres variables u — u (x, y , z), es decir, 

F ( x , y, z) = u (. x , y, z) — £ = 0. 

Es evidente que el vector N, determinado por la fórmula (4) 
y dirigido, siguiendo la normal a la superficie del nivel F — 
= u (x, y, z, ) — C = 0, será: 


es decir, 


,, du du du 
N ~ dx % + dy 3 + dz k ’ 

N = grad u. 


Así hemos comprobado que el gradiente de la función u (. x , y, z) 
está dirigido , siguiendo la normal, a la superficie del nivel que pasa 
por el punto dado. 

Ejemplo. Escribir la ecuación del plano tangente y ecuaciones de la normal 
a la superficie de una esfera x 2 -f- y 2 + z 2 = 14 en el punto P (1, 2, 3). 
Solución. 

F {x, y, z) = * 2 -f y 2 + z 2 — 14=0; 

dF . dF ■ dF 
— — = 2a:: — ¡r — = ¿y; -—— — ¿z; 
dx dy * dz 

para x = l, y — 2, z — 3, tenemos: 

dF_ = 2 . dF 4> dF _ 6 

dx ’ dy ' dz ' ^ 

Por tanto, la ecuación del plano tangente es: 

2 (x — 1) + 4 (y — 2)-¡- 6 (z — 3) = 0 ó x + 2y + 3z — 14 = 0. 

Las ecuaciones de la normal son: 

x — 1 y — 2 z — 3 
2 ~~ 4~ 6 ’ 

ó 

x — 1 y — 2 z — 3 
3 ' 


Ejercicios para el capítulo IX 

Hallar las derivadas de los vectores 1. r = icotg t-\-j arctg t. Resp. 

r’ — V-HtttÍ- 2. r = ie~ l j2t k ln f. Resp. r’ — — le~ l 2/-f- 

sen ¿ t 1 -j- i £ * 

+7- 3 - r = lH -T + l¡r- Resp - i§-- 

4. Hallar el vector de la tangente, la ecuación de la tangente y la 
ecuación del plano normal a la curva r = tí 4- 4- t z k, en el punto (3, 9, 27). 

x 3 y 9 z 27 

Respuesta . r ,1 = ¿-f-6J-)-27fc’, la tangente es: — - — — — g — . = — ; el plano 

normal es: x-f 6y-f 27z=¿=786. 

24—601 
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5. Hallar el vector de la tangente, las ecuaciones de la tangente y la 

, tí t 

ecuación del plano normal a la curva: r = ¿cos 2 — — \- — j sent + Jc sen — . 

LA ¿Í Z 

1 1 1 t 

Respuesta, r’ — — — í sen í + —J eos t-\- — Jc eos — ; la ecuación de la tangen- 


te es 


X — eos 2 y 
— sen t 


Y — — sen t 


Z — sen rr 

¿t 


eos t 


eos -i 


la ecuación del plano nor- 


mal: -f-X sen t—Y eos í — Z eos —■ = — x sen í + y eos í + zcos-^- , donde x, y, z 
son las coordenadas de un punto de la curva por el que pasa el plano nor- 
mal ^es decir x=cos 2 -|-, y = -|-sení, z = sen . 

6. Hallar las ecuaciones de la tangente a la curva x~t — sení, 
y = 1 — eos t, z = 4sen-|- y cosenos de los ángulos que forma la tangente con 


los ejes de coordenadas. Respuesta. 


= sen 2 ~ ; eos P=~sen t 0 \ eos y = eos -y. 

7. Hallar la ecuación de un plano normal a la curva z = x 2 — y 2 , y — x 
en el origen de coordenadas. Indicación. Expresar la curva mediante ecua- 
ciones paramétricas. Respuesta. x-}-y=0. 

K 


x-x 0 

lo 

sen^ 

to 


Y-Y 0 
eos ~ 


z-z 0 

cotg -Id- 


eosa = 


8. Hallar a, n, b en el punto t 
-f- jsen t (1 — eos t) — k eos t. Respuesta. 


• 5 i — 4 j — Je 


i — 2 j-\- 3fc 
b — ■== 


para la curva r = i (eos t -f- sen 2 1) -f- 
<r = — ^ (— n=i 


V42 ’ ' 1/14 

9, Hallar las ecuaciones de la normal principal y de la binormal a la 
í 3 í 2 , . , . r, x — x Q 

curva x — \ y = —; Z = z ~2~ Gn el P unto ( x o. z o)- Respuesta. - - - =» 


y— y o 


z — z 0 


x 0 


y— y o __ g— zq 
ñ 


~ 1-4 -2tl-t 0 ’ 1 2í 0 . 0 

10. Hallar la ecuación dd un plano osculador a la curva y 2 — x; x 2 = z 
en el punto M{ 1, 1, 1). Respuesta. 6x — 8y-— z-f 3 = 0. 

11. Hallar el radio de curvatura de la curva dada por las ecuaciones 
x 2 y2 z 2 — 4 = 0, x-j-y — z = 0. Respuesta. R = 2. 

12. Hallar el radio de torsión de la curva: r = i eos í-j-Jsen t + 

+ — - . Respuesta. T = — . 

2 2{e l — e f ) 

13. Hallar el radio de curvatura y de torsión de la curva r = t 2 i-\-2t 3 j. 
Respuesta. i? = |- t (l + 9¿ 2 ) 3/2 , T = oo. 

14. Demostrar que la curva ? , = (e 3 í 2 -j-ó 1 /-f-c 1 )í-f-(a 2 í 2 -f6 2 í + c 2 )j + 
-{-(a 3 t 2 -{-b 3 t-{-c 3 )k es plana. Respuesta : r'"==0, por lo que la torsión 
es nula. 



Ejercicios para el capítulo IX 


15. Hallar la curvatura y la torsión de la curva x — e l , y = e- t 1 z—t~\/ 2. 

Respuesta. La curvatura es igual a — , la torsión es igual a - . 

{x + yy ° (z— y) 2 ' 

16. Hallar la curvatura y la torsión de la curva x — g-t sen í, y = e~ t eos t\ 

-i/2 A 

z = e l . Respuesta. La curvatura es igual a e f , la torsión es igual a — e l . 

o 3 

• x 2 w 2 

17. Hallar la ecuación de un plano tangente al hiperboloide — 5 “ 

a ¿ ¿2 

Z 2 , _ X\X l/tll Z\Z 

^-=1 en el punto (x 4 , y lt z t ). Respuesta. — ^- = 1. 

18. Hallar la ecuación de la normal a la superficie x 2 — 4y2_j_2z 2 = 6 
en el punto (2,2, 3). Respuesta. y-\-Ax—iO; 3a; — z = 3. 

19. Hallar la ecuación de un plano tangente a la superficie z = 2x 2 -f-4y2 
en el punto M (2, 1, 12). Respuesta. 8x-j-8¡/ — z — 12. 

20. Trazar un plano tangente a la superficie x 2 -4- 2y 2 -f z2 = 1 de modo 

que sea paralelo al plano x — y-\-2z — Q. Respuesta, x — y-j-2z = ± /¥• 


24 * 




CAPITULO X 


INTEGRAL INDEFINIDA 


§ i. FUNCION PRIMITIVA E INTEGRAL INDEFINIDA 

En el capítulo III hemos estudiado el problema siguiente: dada 
una función F (a:), hallar su derivada, es decir, la función / ( x ) = 
= F' (x). 

En el capítulo presente consideremos. el problema inverso: dada 
una función / ( x ), es preciso hallar una función F (a:) cuya derivada 
sea igual a f (x), es decir, 

F' (x) = / (x). 

Definición 1. Si en todos los puntos del segmento [a, ó] se veri- 
fica la ecuación 

F' (x) = / (x) 

la función F (a:) se llama primitiva de la función / {x) sobre este 
segmento. 

Ejemplo. Hallar una función primitiva de la función f(x)=x 2 . De la 
definición de función primitiva se deduce que la función F (x) es pri- 


\ f 

-jj-J = x¿. 


Es fácil ver que si la función dada / ( x ) tiene una función primi- 
tiva, ésta no es la única. Así, en el ejemplo citado como funciones 

x s 

primitivas podrían figurar las siguientes: F (x) = + 1; F (x) = 

ó 

^3 ^*3 

= -g- — 7, o, en general F (x) = — f- C (donde C es una constante 

arbitraria) puesto que: 
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Por otra parte se puede demostrar que las funciones del tipo-^ — j- C 


abarcan todas las funciones primitivas de la función a; 2 . Esto se 
deduce del teorema . siguiente. 


Teorema: Si (x) y F z ( x ) son dos funciones primitivas de la 
función f (x) sobre el segmento [ a , b ], su diferencia es una constante . 

Demostración. En virtud de la definición de la función primitiva 
tenemos: 


F\{x)=f{x) \ 

r 2 (x)=f(x) j 

para todo valor de x en el segmento [a, ó]. 
Designemos: 

F t (x) — F 2 (x) ~ <p (x). 
Según las igualdades (1), tenemos: 

F' i (x)-F 2 (x)=f(x)-f(x) = 0 

<p' (x) = (x) - F 2 (x)Y ~ 0 


(1) 

(2) 


para todo valor de x en el segmento [a, b]. Pero, de la igualdad 
cp' (x) = 0 se deduce que cp (x) es una constante. 

En efecto, apliquemos el teorema de Lagrange (véase^ 2, cap. IV) 
a la función cp (x) que es, evidentemente, continua y derivable en 
el segmento [ a , ój. En virtud del teorema de Lagrange, para todo 
x arbitrario del segmento [a, b] tenemos: 


<P (x) — <P (a) = (x — a) q>' (|), 

donde 


a < l < x. 

Puesto que cp' (|) = 0, entonces: 

(p (x) — <p (a) = 0 
ó 


<PW = «P («)• 


( 3 ) 


Así, la función (p (a:), en todo punto x del segmento [a, ó] conserva 
el valor igual a cp (a), lo que quiere decir que esta función es constan- 
te en el segmento [a, 6], Designemos la constante cp (á) por C, de 
las igualdades (2) y (3) obtenemos: 

Ft (x) - F 2 (x) = C. 

Del teorema demostrado se deduce que si conocemos cualquier 
función pritnitiva F (x), de la función / (#) entonces toda otra función 
primitiva de / (;r) tiene la forma F (x) -j- C, donde C — const. 
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Definición 2. Si F (.r) es una función primitiva de / ( 2 ), la expre- 
sión F (x) -f- C se llama integral indefinida de la función / ( x ) y se 
designa mediante el símbolo l f (.r) dx. De tal modo, según la 
definición: 

5 / {x) dx = F {x) + C, 

* 

F r (x) - / {x). 

En este caso, f {x) se llama integrando o función bajo el signo de 
integral ; / (x) dx, elemento de integración o la expresión bajo el signo 
de integral y el símbolo $ , signo de integral. 

Así, la integral indefinida representa una familia de funciones 
y = F (x) -f- C. 

El significado geométrico de la integral indefinida es un conjunto 
(familia) de curvas, cada una de las cuales se obtiene mediante el 
desplazamiento de una curva paralelamente a sí misma hacia arriba 
o hacia abajo, es decir, a lo largo del eje Oy. 

Naturalmente surge una cuestión; ¿si toda / (x) tiene funciones 
primitivas (y, por consiguiente, integral indefinida)? La respuesta 
es negativa. Sin embargo, notemos, por ahora sin demostración, 
que toda función f (x) continua en el segmento \a, ó] tiene una función 
primitiva (y, por tanto , una integral indefinida). 

En el capítulo présente vamos a estudiar los métodos que per- 
miten determinar las funciones primitivas (y por consiguiente las 
integrales indefinidas) de ciertas clases de funciones elementales. 

El proceso que permite hallar la función primitiva de una fun- 
ción f (x) se llama integración de la función f (x). 

Observemos lo siguiente: mientras que la derivada de una fun- 
ción elemental es siempre una función elemental, la primitiva de 
una función elemental puede no expresarse mediante un número 
finito de funciones elementales. Estudiemos más detalladamente 
este problema al final del presente capítulo. 

De la definición 2 se deduce: 

1. La derivada de una integral indefinida es igual al integrando, 
es decir, si F' (x) = f (x), entonces: 

(S f(x)dx)' = {F(x) + Cy = f(x). (4) 

Esta última igualdad significa que la derivada de una primitiva 
cualquiera es igual al integrando. 

2. La diferencial de una integral indefinida es igual al elemento 
de integración 

d(l f {x) dx) — f (x) dx. 

Esto se deduce de la fórmula (4). 


( 5 ) 


Tabla de integrales 
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3. La integral indefinida de la diferencial de una cierta función 
es igual a la suma de esta función y de una constante arbitraria 

J dF{x) = F(x)-\-C, 

Es fácil comprobar que esta igualdad es válida mediante la 
derivación (las diferenciales de ambos miembros de la igualdad 
son iguales a dF (x)). 


§ 2. TABLA DE INTEGRALES 

Antes de proceder a la exposición de los métodos de integración 
daremos una tabla de integrales de las funciones elementales. 

La tabla de integrales se deduce inmediatamente de la defini- 
ción 2 § 1, cap. X, y de la tabla de las derivadas (§ 15, cap. III). 
(Es fácil comprobar que las igualdades de la tabla son válidas median 
te la derivación, es decir, se puede verificar que la derivada 
del segundo miembro es igual al integrando). 

Í x a+i 

x?dx j- + C (a =#= — 1). (Aquí y en las fórmulas 

siguientes C designa una constante arbitraria). 


2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 


dx 


— ln|a;|-fC. 


sen x dx = — eos x + C. 

^ eos xdx = sen x -f- C. 
dx 


% 

t, 


eos 2 x 


= tg x -f- C. 


f dx _ 

\ — 2 — — cotg x + C. 

J sen 2 x 

^ tg x dx — — In | eos x\-\ -C. 
j" cotg xdx— ln [ sen x \ -f- C. 
| e x dx — e x C. 


10. 

j a x dx = 

11. 

f dx 



-fC. 


ln a 

= arctg x -{- C. 


*>-v^ 
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m 

i 

F 

ülx. 

Sfc 


¡fe 


ir. 

12. 

13. 

13'. 

14. 


arctg — 4- C. 
a a 



+ c. 


dx 


Va 2 -* 2 


= a resen \- C. 

a 


dx 


Vx 2 ± a‘ 


— ln|a;+ Vx 2 ± a 2 | + C. 


Observación. En la tabla de las derivadas (§ 15, cap. III) no 
hay fórmulas que correspondan a las 7, 8, ll r , 12, 13' y 14. Sin 
embargo, es fácil comprobar que estas fórmulas son válidas mediante 
la derivación. 

En el caso de la fórmula 7 tenemos: 


( — ln |cos.z¡)' = 


— sen x 


eos x 


tgx, 


por tanto, l tg x dx — — ln | eos x j + C. 

En el caso de la fórmula 8 tenemos: 

(lnlsen#!) = = cotga:, 

sen x 

por lando, J cotg z=ln | sen x | + C. 

En caso de la fórmula 12 tenemos: 

( i- ln ñ = ~ [ln | a + x | — ln | a — x | J = 

\2a a—x\) ¿a 


1 

2 a 


1 + 1 


por tanto, 


La -f- x a — xJ 
4 -C 


a — x 


[ dx -iln 

a -f- x 

J a 2 — x 2 2a 

|a — x 


Notemos que la última fórmula se deduce también de los resulta- 
dos generales del § 9, cap. X. 


■ ' ’• 
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En el caso de la fórmula 14 tenemos: 

+ 


(ln|x + Vx 2 ±a 2 |)'= L 

x 4- Vx 2 ± a 2 \ V x 2 ±- a 2 ' 


Vx 2 ±a 2 


por tanto 

í — = = ln | x -f- Vx 2 dz a 2 j C. 

J Vx 2 zt a 2 

Esta fórmula también se deduce de los resultados generales 
del § 11. 

De la manera análoga se verifican las fórmulas 11' y 13'. Observe- 
mos que estas fórmulas serán obtenidas en lo ulterior de las fórmu- 
las 11 y 13 (véase § 4, ejemplos 3 y 4). 



§ 3. ALGUNAS PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA , ^ 

Teorema 1. La integral indefinida de la suma algebraica de dos 
o varias funciones es igual a la suma algebraica de sus integrales 

J Ui (x) + k (*)] dx = S /i (x) dx+\ } 2 (x) dx. (1) 

Para demostrar el teorema hallemos las derivadas del primero 
y segundo miembros de esta igualdad (1). En virtud de la igualdad (4) 
del párrafo anterior hallamos: 

(J[/i (x) + fz (z)l dxy^f x (x) + f 2 (x), ? 

( i fi (x) dx -f- ¡ f 2 (x) dx)' = ( S k (x) dx)' + ( S f 2 (x) dx)' = f t (x) + f 2 (*). 

Así, la derivada del primer piiembro de la igualdad (1) es igual 
a la derivada del segundo miembro, es decir, la derivada de cual- 
quier función primitiva del primer miembro es Igual a la derivada 
de una función arbitraria del segundo miembro. Por consiguiente, 
según el teorema § 1 cap. X, toda función del primer miembro de r: 

la igualdad (1) se diferencia de toda función del segundo miembro 
de esta igualdad en un sumando constante. La igualdad (1) tiene 
precisamente este significado. 


Teorema 2 .El factor constante se puede sacar fuera del signo de 
la integral , es decir , si a = const, entonces : 


af (x) dx = a l f (x) dx. (2) ; V 

Para demostrar la igualdad (2), derivemos ambos miembros: 

(J af(x)dx)' = af(x), 

(a | / (x) dx)' = a ( J f(x) dx)' — af (x) • 

■ i 

j 
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Las derivadas de ambos miembros son iguales, por consiguiente, 
lo mismo que en la igualdad (1), la diferencia de dos funciones cuales- 
quiera, dispuestas a la derecha y a la izquierda, es una constante. 
La igualdad (2) tiene precisamente este significado. 

Durante el cálculo de las integrales indefinidas es útil tener en 
cuenta las reglas siguientes. 

I. Si: 


entonces: 


\f(x)dx = F(x) + C, 

^ / ( ax ) dx = ~ F (ax) -{- C. 


En efecto, derivando ambos miembros de la igualdad (3), obte- 
nemos: 

=/ (ax), 

F (ax)J —-^-(F (ax)) x — ~F' (ax) a — F' (ax) — f (ax). 

Las derivadas de los dos miembros son iguales, lo que se trataba de 
demostrar: 


II. Si 


entonces: 


III. Si 


entonces: 


\ f(x)dx = F(x) + C . 

CJ 

^ / (^ + 6) dx = F (x -f- b) + C. 

§ f(x)dx = F(x) + C, 

^ / (ax -f- b) dx = ~ F (ax b) -f- C. 


Las igualdades (4) y (5) se demuestran mediante la derivación de 
sus miembros. 

Ejemplo 1. 

^ (2x 3 — 3 sen x -}- 5 "j/x) dx = ^ 2x 3 dx — ^3 sen + ^ 5~\/x dx=* 

i 

= 2 ^ x 3 dx — 3^ sen x dx -¡- 5 V dx — 2 j 3 ( — eos x) -f- 

+ 5- f -C- = -ÍiH3cosx+-^x]/Í+C. 
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Ejemplo 2. 

^ ) dx=3 ^ x 5dx +2§ x * dx + 


+ ^ x^ dx — 3 ^ 4 


-Í + 1 i -\ +i 


1+1 


-J1 + 1 2 - — L ! ‘ A + 1 

3 ^ 2 ' 4 + 


■C = 


=4v r *»+y*+4- íca ^ íc + cí - 


Ejemplo 3. 

Ejemplo 4. 

Ejemplo 5. 


C dx 

J 


> ln | x 4- 3 j -f- C. 


:-f-3 

^ eos lxdx — ~ sen Ix -f- C. 

^ sen ( 2x — 6) dx — — ~ eos (2x — 6) -{- C. 


§ 4. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE 
O POR SUSTITUCION 

Supongamos que es preciso hallar la integral 

J / (x) dx, 

pero, no podemos elegir inmediatamente la función primitiva para 
4 (x), aunque sabemos que ésta existe. 

Realicemos el cambio de variable en el elemento de integración, 
haciendo 

x = q> (i), (1) 

donde, <p ( t ) es una función continua, lo mismo que su derivada, 
y tiene una función inversa. Entonces dx — tp' ( t ) dt ; demostremos 
que en este caso se verifica la siguiente igualdad: 

¡f(x)dx= lf[q>(t)]<p(t)dt. (2) 

Aquí se sobreentiende que la variable t será sustituida después 
de la integración del segundo miembro de la igualdad, por su expre- 
sión en función de x, en virtud de la igualdad (1). 

Para determinar que las expresiones en los dos miembros son 
iguales, en el sentido indicado, es preciso demostrar que sus deriva- 
das respecto a x son iguales. Hallemos la derivada del primer miembro: 

(l f(x) dx)' x = f (x). 
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Derivemos el segundo miembro de la igualdad (2), respecto 
a x , como función compuesta en la que t es un argumento intermedio. 

dx ■ 

La igualdad (1) expresa la dependencia que tiene t de x, siendo — = 
= <p' (í); según la regla de derivación de una función inversa: 

dt 1 


dx 


<P' (*) 


De tal manera tenemos: 


( J / [<P (*)] <P (0 dt^ = Q / [(P (*)] 9 (í) dí^ 


di 


da: 


= /[<P (*)] 9 (0 


<P (*) 


/[(p (¿)] = /(ar). 


Por consiguiente, las derivadas respecto a a: de los dos miembros 
de la igualdad (2) son iguales, lo que se trataba .de demostrar. 

Hay que elegir la función x = cp (i) de modo que se pueda calcular 
la integral indefinida que figura en el segundo miembro de la 
igualdad (2). 

Observación. A veces es preferible elegir la sustitución de la 
variable en la forma t = 9 (x) y no en a: = <pt<0- 

Ilustrémoslo con un ejemplo. Supongamos que es preciso cal- 
cular la integral 

Í 9 (x) dx 
9 (x) 

9 (x) = t, 

\j/ (x) dx = dt, 

f^ =ln +c=1 c . 

J 9 (x) J t 

Demos algunos ejemplos de integración por cambio de variables. 
Ejemplo 1. ^ ”\/sen xcosxdx = ? Hagamos la sustitución t~ sen"#, 

entonces: dí = cosxdx, y, por tanto, 

\ V senx eos xdx= ^ ~\/J dt — ^ t 1 ^ 2 dt = — |- C = -|- sen 3/ 2 x-|-(7. 


Es conveniente poner: 


entonces: 


3 
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Ejemplo 2. 


u 


x dx 


+ X 2 


? Sea t — entonces dt = 2xdx, 


!í&=T^T=T 1 "‘+ c =T 1 ”<‘+ l2 >+ c - 


Ejemplo 3 


dx 1 P dx 


Sea t — — , entonces: 
a 


dx = a dt , 


P dx 1 P 

j a 2 -f- x 2 a 2 j 

Ejemplo 4. ^ 


a di 
1 -(- ¿ 2 


dx 


— x 2 


1 P dt 
a ¿ 1 + í 2 

-tS 


1 1 x 

: — arctgí-f-C= — arctg — -|-C. 
CL cl a 


dx 


1 ' A í X \ 

V 1— (.v ) 

0* dx 1 P a'dt ? dt 

« }/^a 2 — x 2 a v Y 1 — í 2 " l / 1 — 


= . Sea t — — : entonces: 
2 a 


dx — a dt, 


arcsen 1 4 - C = arcsen — 4 -C. 

a 


(se supone que a>0). 

En los ejemplos 3 y 4 hemos obtenido las fórmulas 11' y 13' de la 
tabla de integrales (véase § 2). 

Ejemplo 5. ^ (lnx) 3 ^ = ?. Sea t — ln x; entonces dt = ~, ^ (lnx) 3 ^ = 

= ^ í3dí = ^- + C = -i (inx)4+C. 

{* x dx 

Ejemplo 6. ^ — ?• ^ ea t = x *' entonces dí = 2xdx, 

e x dx lo* dt 1 . . . . ~ 1 9 , r< 

l I+ÍJ=T i T+r*= T arctgí+c= T arctgI + c - 

La integración por sustitución de variables es uno de los métodos 
-más importantes del cálculo de las integrales indefinidas. Incluso 
cuando utilizamos algún otro método frecuentemente, estamos 
obligados a recurrir en las operaciones intermedias al método de 
sustitución de variables. El éxito de la integración depende en 
grado considerable de la habilidad para elegir la sustitución adecuada 
de variables. Esto simplifica la integral dada. Pór eso, el estudio 
de los métodos de integración se reduce, en su esencia, a la determi- 
nación de la conveniente sustitución de variables para uno u otro 
elemento de integración. Al estudio de los métodos mencionados se 
dedica la mayor parte del capítulo presente. 

§ 5. INTEGRALES DE CIERTAS FUNCIONES 
QUE CONTIENEN UN TRINOMIO CUADRADO 

1. Calcular la integral 

dx 


•■4 


clx -J— bx — }— c 


4! 

& 

'■ .**73 


1 

V4 


«i 
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Transformemos, previamente, en forma de una suma o una diferen- 
cia dé los cuadrados el trinomio en el denominador, 

ax‘ 1 -\-bx-\- c = a + = 

= a _ zZ + 2 k X+ {ía) +^ _ (¿)] = 

= a [(* + L) + (T-¿)] = a [( x + ¿) ±k \’ 


donde está designado: 


c b ¿ l2 

~ 2 =±k 2 . 

a 4 a 2 


El signo «más» o «menos» se toma según sea positiva o negativa la 
expresión del primer miembro, es decir, según sean complejas 
o reales las raíces del trinomio ax 2 + bx -f- c. De este modo, la 
integral I t toma la forma: 


ax 2 -j- bx -J- c 


_{ x+ ff± k \ 


Cambiemos la variable en la última integral: 


x -{- — = t, dx — dt. 


Obtenemos 


r ‘=M 


Estas son las integrales lí' y 12 de la tabla. 

Ejemplo i. Calcular la integral 

C dx 
¿ 2xá+8r + 20‘* 

Solución. 

P dx _ 1 C dx 1 P dx 

~~ ) 2x 2 -f- 8x -f- 20 ~2 ) x 2 + 4x-{-10 ~~1T \ x 2 + 4x-f 4 + 10— 4' 


_J_ P 

2 j x 2 4: 


- 4 S 


2 (x + 2)2 + 6 * 

Sustituimos la variable x-\-2 — t, dx = dt, y, poniéndola en la expresión en 
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Apliquemos el procedimiento mencionado: 

f x+3 f T^- 2 > + ( 3 +4- 2 ) 

^ j x l — 2x — 5 j x<í — 2a: — 5 

_1 P (2x — 2)dx P 

- 2 l x*.-2x-5 ^ ¿ 


dx — 


JJ— *3 = 4- ln|*»-2*-5| + 


+ ^ íí= ^é=l 1 “'^- 2l - 5 '+ 4 Vl 

III. Calcular la integral 


ln 


~[/6 — (x — 1) 

V6 + (x-l) 


+ C. 


dx 


J V aa; 2 -}- bx + c 

Utilizando las transformaciones estudiadas en el punto I, se puede 
reducir la integral (según sea el signo de a) a una de las integrales 
de la tabla: 

f dt _ A x f dt 

\ — ==- para aX) o \ — - para a<0, 

J Vt 2 ±k 2 J Vk 2 -t 2 

Estos dos integrales figuran en la tabla (véase las fórmulas 13' y 14). 
IV. La integral 

( Ax+B . 

J V ax 2 4- bx -}- c 

se calcula con ayuda de las siguientes transformaciones análogas 
a las estudiadas en el punto II: 


í 


Ax -|- B 


dx 


— (2 ax + b) + ( B — — ^ 
2a \ 2a) 


V ax — )— bx — |— c 

=Af 

2a- J 


V ax 2 -f- bx -}- c 

"“ + ‘ * +(•--£)! 


dx — 


dx 


V ax 2 -f- bx + c ' 2a / J V ax 2 -f- bx c 

Realizando en la primera integral la sustitución 
ax 2 + bx + c = t, (2 ax + b ) dx = dt, 

obtenemos: 
f (2 ax + b) dx 


Vax 2 -)- bx + c 


dt 

Vi 


2 V t C — 2V ax 2 -f- bx -j- c + C. 


La segunda integral ha sido examinada en el punto III del párrafo 
presente. 


•; V--;. ' - • •' ^ '• y:'- : 
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Ejemplo 3. 

P 5x-}-3 


~[/ x 2 -f- 4x -f 10 


dx ■ 


~(2x + 4) + (3-10) 


■ 4 $ 


1/ x 2 -j- 4x -j - 10 
2x-f4 


dx — 


dx 




dx 


y** + 4*-f 10' J V(x + 2)2 + 6 

-5yx24-4x4-i0 — 71nlx-L2-fy(x-f2)2 + 6| + C , =- 

= 5yx2+4x + 10— 7ln|x-f 2+yx2 + 4x + 10| + C. 

§ 6. INTEGRACION POR PARTES 

Si u y v son dos funciones derivables de x , entonces como sabemos, 
la diferencial del producto uv es: 

d (uv) — u dv v du . 

De aquí, integrando, obtenemos: 

uv = l udv - f- $ v du 
ó 

l udv = uv — l vdu (1) 

Esta es la fórmula de integración por partes. Esta fórmula se usa 
frecuentemente para integrar las expresiones que pueden ser repre- 
sentadas en forma de un producto de dos factores, u y dv, de tal 
manera que la búsqueda de la función v, a partir de su diferencial dv, 
y el cálculo de la integral l v du, constituyan en conjunto un pro- 
blema más simple que el cálculo directo de la integral j u dv. 

Para descomponer el elemento de integración dado en dos facto- 
res u y dv se necesita cierta experiencia que se adquiere resolviendo 
problemas. Demos algunos ejemplos para demostrar el procedimiento 
en casos semejantes. 

Ejemplo 1. ^ x sen x dx — ? Sea: 

u — x, dv — sen x dx 

entonces, 

du — dx, v — — eos x. 

Por consiguiente, ^ x sen x dx — — x eos x -f- ^ eos x dx — — x eos x -f- sen x-\-C. 

Observación. Cuando determinamos la función v a partir de su 
diferencial dv, se puede tomar cualquiera constante arbitraria, 
puesto que ésta no figura en el resultado final (lo que es fácil veri- 
ficar sustituyendo v en la igualdad (1) por la expresión v + C). 
Por eso es preferible elegir esta constante igual a cero. 

25—601 
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El método de integración por partes se utiliza en muchos casos. 
Así, por ejemplo, las integrales del tipo 

l x h sen ax dx j x k eos ax dx, 

l x k e ax dx, $ x h ln x dx, 

como también otras que contienen funciones trigonométricas inver- 
sas, se calculan, usando la integración por partes. 

Ejemplo 2. Hallar: J arct gx dx. Sea u= arctg x, dv—dx , entonces: 
, dx 

dlí —~r—, o , V = X. 

1 -j- X 2 

Por consiguiente, 

p p x dx 1 

\ arctg x dx = x arctg x — ^ ^ = x arctg x — — ln | 1 x 2 | -f C. 

Ejemplo 3. Hallar: J x <l e x dx. Sea u — x 2 , dv — e x dx, entonces: 

du = 2x dx, v = e x 
^ x 2 e x dx = x 2 e x — 2 ^ xe x dx. 

Integrando por partes la última integral, 

uj = x, duj — dx, 

diq = e x dx, Vi e= e x . 


Entonces: 


^ xe x dx = xe x — | e x dx — xe x — e x -\ -C M 


En definitiva tenemos: 


J x*e x dx = x*e x — 2{xe x — e x ) + C = x*e x — 2xe x + 2e x + C = e x (x 2 — 2x-f 2) + C. 
Ejemplo 4. Calcular: (x 2 -f-7x — 5) eos 2 x dx. Haciendo u = x 2 -f 7x — 5; 


dv = eos 2x dx; entonces: 


d« = (2x-(-7) dx, v — 


2 ’ 
sen 2x P 


^ (x 2 + 7x — 5) eos 2x dx = (x 2 -f 7x — 5) S6 ^ — ^ (2x-f 7) S6 ^— dx. 

Apliquemos el método de integración por partes a la última integral, tenien- 
do en cuenta que “~~Y~ * dtq = sen2x dx; entonces: 


dui = dx, vi = 


2* + 7 2x+7/ eos 2x 

2 son cloc — 2 1 2 


He- 2 * 21 ) — 


(2x-f 7) eos 2x , sen 2x ! n 

4 +— 4 — + 
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De donde finalmente obtenemos: 

C (*2 + 7* ~ 5) eos 2* dx = (x 2 + 7x-5)^^+(2x + 7)^^-^^-fC. 


Ejemplo 5. I=[ ~]/ a 2 — x 2 dx=? 

Efectuemos las transfor maciones idénticas. Multipliquemos y dividamos 
integrando por y a 2 — x 2 

P dx ^ x 2 dx 

”|/ a 2 — x 2 w "]/ a' £ — Ir 2 


l/a 2 — x 2 dx-= \ - - --- X -- ■— dx = a 2 V u 

d l/a 2 - x 2 d 1/ a 2 


y^ 

= a 2 arsen — — \ 

a e) 


x dx 


y a 2 — x 2 

Apliquemos a esta integral el método de integración por partes, poniendo 
u = x, du = dx. 


dv = - 


x dx 


Ya 2 -! 


., y = — y a 2 - 


Entonces: 


S v&- S -wh ¡— S va=a«. 

Sustituyendo el último resultado en la expresión de la integral dada obtenida 
antes, tenemos: 

^ ya 2 — x 2 dx = a 2 aresen ^ y o 2 — x2 — ^ y a. 2 — x 2 dx. 

Traslademos la integral de la derecha a la izquierda, y llevando a cabo 
las transformaciones elementales, obtenemos en definitiva: 


\ 


ya 2 — x 2 dx = ^~ aresen — x 2 -\-C. 


Ejemplo 6. Hallar las integrales 

I í = ^ e aX eos bx dx y I 2 = J e ax sen bx dx. 

Aplicando el método de integración por partes a la primera integral, 
obtenemos: 

u = e ax , du = ae ax , 

1 

dv = eos bx dx, v = — sen bx, 

p 1 a p 

\ e ax eos bx dx = -g- e ax sen bx — — \ e ax sen bx dx . 

Apliquemos de nuevo a la última integral el método de integración por 
partes: 

• u = e ax , di i = ae ax , 

1 

di — sen bx dx, v= — g- eos bx. 


^ e ax sen bx dx= — g- e ax eos bx -f- -g- ^ e ax eos bx dx. 


25* 
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Introduciendo la expresión obtenida en la igualdad anterior, obtenemos: 

C* 1 Q, p 

\ e ax eos bx dx — — e ax sen bx -j- e ax eos bx \ e ax eos bx dx. 

De, la última igualdad hallemos / t : * 

^ e ax cos bx dx — e ax sen b x -f- eos bx^j , 


de donde 




, , e ax (b sen bx-\-a eos bx) , 

e ax eos bx dx — _ ■ ‘ -f- C. 

a¿-\- b ¿ 


Del modo análogo hallamos: 


e ax sen bx dx 


e ^ ( a sen bx — b eos bx) 
a 2 -f- ó 2 


§ 7. FRACCIONES RACIONALES. 

FRACCIONES RACIONALES ELEMENTALES Y SU INTEGRACION 

Como veremos más abajo, no toda integral de una función elemen- 
tal se resuelve mediante las funciones elementales. Por eso tiene 
gran importancia la definición de ciertas clases de funciones, cuyas 
integrales pueden ser expresadas mediante las funciones elementales. 
La más simple de estas clases es la clase de las funciones racionales. 

Toda función racional puede ser representada en la forma de 
una fracción racional, es decir, como la razón de dos polinomios: 

Q ( x ) B 0 x m -j- BiX m 1 ... -f- B m 

í ( x ) A 0 x n + AíX n 1 + ... + A n 

Sin limitar la generalidad del razonamiento, supongamos que 
estos polinomios no tienen raíces comunes. 

Si el grado del numerador es inferior al del denominador, la 
fracción se llama propia ; en el caso contrario, la fracción se llamará 
impropia. 

Si la fracción es impropia, al dividir el numerador por el deno- 
minador (según la regla de división de los polinomios) se puede 
representar la fracción dada como la suma de un polinomio y de una 
fracción propia: 

GM = Af W+ £W. 

1(X) f(x) 

donde, M (z) es un polinomio, y — v -- es una fracción propia. 

— 3 , 

Ejemplo 1. Sea x 2_^_2x-[-l una ^ racc * on rac i° na l impropia. 
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Al dividir el numerador por el denominador (según la regla de división 
de los polinomios), obtenemos: 

- * 4 - 3 - = x*-2z+3 4a; ~ 6 . 

a;2 + 2x-bl ^ x*+2x{-l 

La integración de los polinomios no ofrece dificultades. Por 
eso, la dificultad fundamental de la integración de fracciones racio- 
nales consiste en la integración de las fracciones racionales propias. 

Definición: Las fracciones racionales propias del tipo: 

r A 


II. (k es un número entero positivo ^ 2), 

x — a k 

III. ,4* +g - (las raíces del denominador son complejas, es decir, 

x 2 4- px -f- q \ r 

4 -« 0 )’ 

IV. — (k es un número entero positivo ~>>2, las 

{x 2 -^-px4-q) k 

raíces del denominador son complejas), 
se llaman fracciones simples del tipo I, II, III, IV, respectivamente. 

En el § 8 demostraremos que cada fracción racional puede ser 
representada en forma de una suma de fracciones simples. Por eso, 
estudiemos al principio las integrales de las fracciones simples. 

La integración de las fracciones simples del tipo I, II, III no 
ofrece grandes dificultades, por eso efectuaremos su integración 
sin dar explicaciones detalladas. 


S— 


dx — A ln | x — - a | -f- C. 


(x — a) h 


dx — A \ (x — a) h dx = 


= A { - — ?L-1!4 + C = j^+C. 

— k A~ 1 (1 — k) {x — a) h 


f t Ax + B dx = 

J x + px + ? 

_4 f 2x~VP 
2 J x 2 4- px + q 


‘JL(2x + P) + [b~^) 
x z -\-px + q 


4- DX - Q V 2 / J X 


-Vpx + q 
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2 I ^ + 9 i + ^ ^ 


dx 


(•♦04-4) 


= T l n 1 ^ + P x + Q I + 


2 B — Ap 
V4 q-p 2 


arctg 


2 x-\- p 


V4 q 


C (véase § 5). 


La integración de las fracciones simples del tipo IV requiere 
cálculos más complicados. Supongamos que debemos calcular una 
integral de este tipo. 


lv - í 


Ax + B 


dx. 


(x 2 -f- px -f- q) k 
Hagamos las transformaciones 

A 


Ax-\-B 


dx = 


í 


(2x + p) -f- 


4-í) 


dx = 


( x 2 4 -p* + qf J (a? 4- px + q) k 

= ±(_^+P_ ídx + ( tí MJ 

2 J (x 2 4- px 4- q) k V 2 / J (x‘ 


dx 


(■ x 2 4~ P x 4- q) h 


La primera integral se halla por sustitución x 1 4“ V x 4~ q — 
(2x 4 - p) dx ~ dt : 


U 


2x 4- p 


(x -í-px + q) 


dx 


-!t-í 


t~ h dt=^ 


1 —k 


4 ~C = 


_ I Q 

(i — k) {x 2 + px + q) h ~ x 

Escribamos la segunda integral designada por I k , en la forma; 


r dx i 

'S 


da: 


J ( x 2 4- px 4- q) k * 

'[ 

Yx+f) 
A 2 / 

2 

1 +! 

(-4)] 
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haciendo 


Tí" 

t, dx = dt, q — — = m 2 . 

4 


(según la hipótesis, las raíces del denominador son complejas y, por 
tanto, q — >0). Ahora procedamos del modo siguiente: 

/ f dt 1 f (t 2 +m 2 )-t 2 

h J {t 2 + m 2 ) h til 2 J (f 2 + m 2 ) h 


(f + mfy 


=±í 

ni 2 J (í 2 + m 2 ) h 
Transformemos la última integral: 
f t 2 dt f t • i dt 

J (t 2 + m 2 ) h ~ J (¿ 2 + m 2 ) h 


i w, 2 

7Tb «. 


(í 2 +m 2 )’ 


Í td { 


(t 2 + m 2 ) 1 


f + = f «i L_ 

2 J (í 2 +m 2 ) ft 2(k — 1) 3 \ (í 2 + m 2 } 

Integrando por partes, tenemos: 

P t 2 dt 1 1” 1 f dt 

J (t 2 + m 2 ) h = 2(k — 1) L (¿ 2 + rn 2 ) h ~ l ~ J (t 2 +^m 2 )^ 

Sustituyendo esta expresión en la igualdad (1), obtenemos: 

, f dt 1 f dt 


J k = 


¡jZ i 2 \k i 1 (J.2 i „ 

[t m) m J \t m) 


l_ 

m 2 2(k — l) _ (í 2 + m 2 ) 


t 

_ (í 2 4- m 2 ) fe_1 


(f+m 2 f 


t_ 2k — 3 f dt 

2m 2 ( k — 1) ( t 2 4- m 2 ) fe_1 2m 2 (/c — 1) j (f 2 4- m 2 ) h_1 

En el segundo miembro se encuentra la integral del mismo tipo 
que I h , siendo el exponente del grado del denominador del integrando 
menor en una unidad (k — 1); así resulta que hemos expresado I h 
en función de /¿-i. 

Aplicando sucesivamente este procedimiento obtenemos la 
integral conocida: 

P dt 1 t 

A = \ 2" = — arctg b c. 

j r -b m m m 





Sustituyendo ahora t y m por sus valores, obtenemos la expresión 
de la integral IV, en función de a: y números dados A, B, p, q . 


Ejemplo 2. 


2x+ 3) 2 


T (2x + 2) + (-l-l) 
(x2-f 2x 4-3)2 ' 

e 2a: + 2 ^ o 

d (í 2 + 2 x + 3 ) 2 dz 

.1 í 2 ? 

2(x2 + 2x + 3) 


P dx 

d (x 2 -f 2 x-f- 3 ) 2 : 
dx 

(x 2 + 2x + 3) 2 ' 


Apliquemos a la última integral la sustitución x + l = f: 

P dx P dx P dt 1 P (í 2 -f- 2 ) — ¿ 2 ,, 

i (x 2 + 2x + 3) 2 ~ J [(x + 1)2 + 2] 2 ~ i (¿2+2) 2 ~T i (¿ 2 + _2) 2 . J 
1 P d¿ 1 P i 2 


P dx P dt 

~~ i [(x+l)2 + 2]2- i (Íí-i-í 
1 P d¿ 1 P i 2 

i í* + 2 “ ¿1 (¿ 2 - 1 - 2)2 


11 , ¿ 1 P ¿2 di 

“ 2 y 2 arC g V2 2 J (¿2 + 2)2 

Examinemos la última integral: 

P ¿ 2 d¿ 1 P ¿d (¿2 + 2) 1 P / 1 ) 

J (¿2 + 2 ) 2 B= 2 i (¿2 + 2)2 ~ T d 


1 ¿ 1 P dt 

T ¿'2 + 2 + T ) ¿2 + 2 


2(! í + 2) + 2 -l/Í' arCtg V2‘ 


aquí todavía no ponemos una constante arbitraria, la escribiremos en el resultado 
final). 

Por tanto. 


P dx 1 x + 1 

i (x2+2x + 3)2“¿yi arc g yf 

En definitiva tenemos: 


t[- 


X + 1 1 X + 1 ' 

2(x2 + 2x + 3) + 2 V2 arC g V2 


x — 1 x + 2 "j/2 * x+1 

(x2 + 2x + 3)2 dx ~ 2(x2 + 2x + 3) 4 aret ^y|' + C> 


§ 8. DESCOMPOSICION DE LA FRACCION RACIONAL 
EN FRACCIONES SIMPLES 

Demostremos ahora que toda fracción racional propia puede ser 
descompuesta en la suma de fracciones simples. 

Sea ~ ~ una fracción racional propia. 

/ (*) 

Supongamos que los coeficientes de los polinomios que la inte- 
gran son números reales y la fracción dada es irreducible (lo último 
significa que el numerador y el denominador no tienen raíces comunes). 
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Teorema 1 . Sea x — a una raíz múltiple de orden k del denomina- 
dor, es decir, f ( x ) — (x — a) h f i (x), donde / t (a) 0 (véase § 6, 

cap. VII). Entonces la fracción propia dada ~~-se puede descomponer 

] ( X ) 

en la suma de dos fracciones propias: ¡ 

F (x) _ A F t (x) 

f(x) (x-á)^ (x-af-'hix) ' 


donde A es una constante, diferente de cero , y F i (x) es un polinomio 
de grado inferior al grado del denominador (x — a) h ~ x fi (x). 

Demostración. Escribamos la identidad 

F (x) _ A F (x) — Afj (x) 

f {x) (x — a) h (x — af ^ (x) 

(que se verifica para cualquier A) y definamos la constante A de 
modo que el polinomio F (x) — Afi (x) sea divisible por x — a . En 
virtud del teorema de Bezout, es necesario y suficiente que se veri- 
fique la igualdad 

F (a) — Afi (a) = 0. 

Puesto que fi (a) 0 , F (a) =£ 0, se puede definir A de una manera 

unívoca por la igualdad 

,! m . 

ft (a) 

Para tal .4 tenemos: 


F (x) — Afi (x) = (x — a) Fi (x), 

donde F t (a:) es un polinomio de grado inferior al del polinomio 
{x — a) k ~ x fi (z). Reduciendo la fracción en la fórmula (2) por ( x — a), 
obtenemos la igualdad (1). 

Corolario. A la fracción racional propia 

Ft(x) 

(x — af~ i fi (. x ) 

que entra en la igualdad (1), se pueden aplicar razonamientos aná- 
logos. Así, si el denominador tiene una raíz múltiple x = a de orden k, 
se puede escribir: 

F (x) A Ai , A h - 1 F {x) 

f (x) (x — a) k (x — a) h ^ i x — a fi (x) 


donde 


F k (x) 
fi (*) 


es una fracción propia irreducible a la cual se puede 


aplicar el teorema recién demostrado, si fi (x) tiene otras raíces 
reales. 
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Estudiemos ahora el caso en que el denominador tiene raíces 
complejas. Recordemos que las raíces complejas del polinomio de 
coeficientes reales están conjugadas en pares (véase § 8 cap. VII). 

En la descomposición del polinomio en factores reales, a cada 
par de raíces conjugadas corresponde una expresión de la forma 
x 2 + px + q- Si las raíces conjugadas son múltiples de orden ¡x 
la expresión correspondiente será ( x 2 + px + q ) M '. 


Teorema 2. Si f (x) — (x 2 + px + qf <Pi { x )i donde el polinomio 
<Pi (x) no es divisible por x 2 + px + q , la fracción racional propia 

F(x) 

/(*) 


puede ser representada por la suma de dos fracciones propias: 


F ( x ) Mx + N . (Dt (x) 

f (x) (x 2 -¡-px -j- qf (x 2 4- px 4- qf ' ~ 1 <p t (x) 


donde (Di (x) es un polinomio de grado inferior al del polinomio 
(x 2 f px + qf~ i <pi (a;). 

Demostración: Escribamos la identidad 

F(x) _ F(x) Mx + N 

f (a:) (x 2 + px + qf cpi (x) (x 2 +px + qf 


F (x) — (Mx -f N) qpj (x) ^ 

(x 2 + px + qf yiix) 


que se verifica para todo M y N y definamos M y N de modo que el 
polinomio F (x) — (Mx + N) q>t (x) se divida por x 2 + px -f- <7 • Para 
esto es necesario y suficiente que la ecuación 

F (a;) — (Mx + N) cpi (x) — 0 


tenga las mismas raíces a ± ¿P que el polinomio 

x 2 + px + q. 

Por tanto, 

F (a + ¿P) — [M (a + ¿P) + N] (p t (a + ¿P) = 0 
ó 

F (a + ¿P) 


M (a ¿p) -j- N = 


<Pt (a + ip) 


Pero, 


F(a-MP) 


un número complejo determinado que se puede 

q>t(a + íp) 

escribir en la forma K + iL; donde K y L son números reales. Así, 
M (ex -f* ¿P) N ~ K H - iF i 
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de donde Ma -\--N — K, Mp = L 
ó 


,, L 

m= T’ 


N- 


K$ — La 


Siendo estos los valores de los coeficientes M y N, el polinomio 
F (, x ) — (Mx ,-j- N) <pi ( x ) tiene el número a + ¿p por raíz, y, por 
tanto, la raíz conjugada a — ¿(5. Pero, en este caso, el polinomio 
es divisible sin resto por las diferencias x — (a + ip) y x — (a — ifl), y, 
lógicamente, por su producto, es decir, por x 2 + px -f- q. 

Designando el cociente de esta división por <I>i (x), obtenemos: 

F (x) — (Mx -f- N ) cpi (x) — ( x 2 + px + q) Ot (x). 
Simplificando por x 2 + px +‘g la última fracción en la igual- 
dad (4), obtenemos la igualdad (3), quedándose claro que Ot (x) 
es un polinomio de grado inferior al del denominador, lo que se 
trataba de demostrar. 

Aplicando los resultados de los teoremas 1 y 2 a la fracción 

propia ? , podemos destacar sucesivamente todas las fracciones 

f(x) 

simples, correspondientes a todas las raíces del denominador f (x). 
Así, de lo anterior se deduce el siguiente resultado: 

Si f (x) — (x — a) a ( x — bf . . . (x 2 -f- px -f q) 11 ... (x 2 -j- Ix + s) v , 

F (x) 

la fracción - j-/ / puede ser descompuesta de la manera siguiente : 
f(x) 

F (#) A Aj A a - 1 ^ N 

/ ( x ) (x — a) a (x — a) a ~ i x — a 


B 


+ 


B ! 


~F(x — ó 13 ) (x — b) 




Ba-i 


+ 


Mx -f- N 


MyC -f- Ni 


(x- -\-pz-r qf (x + px-\- q) y 


i Mn-iX -f- iVn-i j 
i 2 r 

x -f px-\-q 


(5) 


Px ~l~ Q , P \ x 4~ Q\ , P v-\. x ~f~ Qv-i | 

( X 2 -f- Ix -f- s) V (x 2 Ix + s)’ V_1 ' X 2 -f- Ix -f- S j 

Se puede determinar los coeficientes A, Ai, . . , , B, Bu . . . 
teniendo en cuenta las consideraciones siguientes. La igualdad (5) 
es una identidad, por consiguiente, al reducir estas fracciones' a un 
común denominador obtenemos en los numeradores del primero 
y segundo miembros polinomios idénticos. Igualando los coeficien- 
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tes de los términos que tienen las mismas potencias de x , obtenemos 
un sistema de ecuaciones para determinar los coeficientes incóg- 
nitos A, Ai , . . B, B u ... 

También podemos determinar estos coeficientes, teniendo en 
cuenta la observación siguiente: los polinomios obtenidos en ambos 
miembros de la igualdad, después de la reducción de las fracciones 
al común denominador, deben ser idénticamente iguales; por consi- 
guiente, los valores de estos polinomios son iguales para cada 
valor particular de z. Dando a avalores particulares, obtenérnoslas 
ecuaciones necesarias para la determinación de los coeficientes. 

De este modo demostramos que toda fracción racional propia 
puede ser representada en la forma de una suma de las fracciones 
racionales simples. 

x % i 2 

Ejemplo. Descomponer la fracción ^ ^ en fracciones simples. 

En virtud de la fórmula (5) tenemos: 

_ _^ 2 + 2 = á i Ai \ Az ~ \ — 

(x + l)3(x — 2) (x + 1) 3 ^(* + l) 2 ^ + 1 * — 2 ‘ 

Reduciendo a un común denominador e igualando los numeradores 
obtenemos: 

iH2 = ^(í-2)i^(i-H)(í-2) + d 2 (x+l) 2 (í-2)|B(i+l)3, (6) 


x* -f- 2 = (A 2 4- B) i» + (Ai -f- 3¿?) x 2 -\-(A — Ai — 3A 2 + 3#)* + 

+ ( — 2A—2Ai—2A 2 +B). 

Igualando los coeficientes de z 3 , x a , x 1 , aj 0 (término^absoluto), obtenemos 
un sistema de ecuaciones para determinar los coeficientes: 

0=A 2 +B, 
i=Ai + 3B, 

Q = A—Ai—3A 2 + SB, 

2= —2A—2Ai — 2A 2 + B. 

Resolviendo este sistema, tenemos: 

1 2 2 
A=-í; Ai = r - X 

Se puede, también, determinar algunos coeficientes a partir de las ecua- 
ciones que se obtienen de la igualdad (6), que es identidad respecto a z, cuando 
a la variable x se ,dan ciertos valores particulares. 

Pues, haciendo x— — 1, tenemos 3= — 3A ó A— — 1; 

2 

haciendo x = 2, tenemos 6 = 27 B; fl = -g- . 

Si adjuntamos a estas dos ecuaciones otras dos obtenidas mediante la iguala- 
ción de los coeficientes de las mismas potencias de z, obtenemos cuatro ecuaciones 
para determinar cuatro coeficientes desconocidos. 

En definitiva, tenemos una descomposición: 

* 2 + 2 1 , 1 2 2 

(xfí)3(x-2) (x + 1) 3 3(x-f-l> 2 9(x-l-l) 9(x— 2) * 
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§ 9. INTEGRACION DE LAS FRACCIONES RACIONALES 


Supongamos que hace falta calcular la integral de la fracción 
racional % ~ , es decir, la integral 


/(*) 


í 


<?(*) 

/(*) 


dx. 


Si la fracción dada es impropia, la representamos como suma 


de un polinomio M (a;) y una fracción racional propia 


Pero fracción 


F(x) 

f(x) 


F(x) 

f(x) 


(véase 7). 


la representamos en la forma de una suma de 


fracciones simples (según la fórmula (5) § 8). De tal modo, la integra- 
ción de toda la fracción racional consiste fundamentalmente en la 
integración de un polinomio y de varias fracciones simples. De los 
resultados obtenidos en el § 8 se deduce que las raíces del denomi- 
nador / ( x ) determinan la forma de las fracciones simples. Son posi- 
bles los siguientes casos: 

Caso 1. Las raíces del denominador son reales y diferentes , es 
decir, 

/ (a:) = (x — a) (x — b) ... (x — d ). -* 


En este caso la fracción 
simples del tipo I: 

F ( x ) A 


F(x) 

f(x) 


B 


se descompone en las fracciones 


D 


f{x) 


x — a x — b 


x — d 


y luego 
F(x) 


[L^L d x= f dx+ f — dx + ... -{ [ - 
J f (x) J x — a J x — b Ja; 


D 


dx — 


— A ln ¡x — a\-\- B\n\x — ój-f ... D\n\x — d\-\-C. 

Caso II. Las raíces del denominador son reales ; pero, algunas 
raíces son múltiples-. 

f (x) = (x — a) a (x — b) d ... (x — d ) 6 . 

F (x) 

En este caso la fracción y se descompone en fracciones simples 
del tipo I y II. 


■ . • jj 


■H 

/s¡é 


Sí ;’f 

'• •' i 
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Ejemplo 1. (véase el ejemplo en el § 8 cap. X). 

P x 2 +2 ■ _ P dx - 1 P dx 2 P dx t 

) (x + l ) 2 (x- — 2) J (* + l)» + T J J ÍTÍ + 

+V § ^ = TFTíF^37¿fí)~'i‘ 1 " ,I+1 1 + 

+| m i , - 2 1+ c - - J^- 1 i)2 + 1 m | ^|| + c. 

Caso III. El denominador tiene raíces complejas simples , es decir» 
diferentes: 

f (x) = (x 2 -\^px -f- q) {x 1 -\- lx + s) ••• (x — a) a ... (x — d) b . 

En este caso la fracción jj~j se descompone en fracciones simples 
de los tipos I, II y III. 

Ejemplo 2. Calcular la integral 

(* x dx 

¿ '(¿2+1) (X- I) * 

Descomponemos la fracción bajo el signo de integral en fracciones 
simples (véase (5) § 8, cap. X): 


Por consiguiente, 


x Ax + B . C 

(x 2 +l)(x — 1) x 2 + 1 x — t 


z = (Ax + B) (x — 1) + C(x 2 +1). 


Haciendo x = 1, tenemos: 1=2C, C— — . 

1 

Haciendo x = 0, tenemos: 0= — B + C, B= -- . 

Igualando los coeficientes de x 2 , obtenemos 0 — A-{-C, de donde 

a- 1 
A 2 - 


x dx 1 P x — 1 , | 1 P dx 

(x 2 +l)(x — 1) = _ T J ¿2 + 1 ^ T Jx — 1 “ 

1 P x dx 1 P dx 1 P dx 

= ~"2 J¿2+T + y 5^2+1 + = 

= — ~ ln | x 2 + 1 j + arctg x+ ylnjx— 1| + C. 
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Caso IV. El denominador contiene también raíces complejas 
múltiples : 

f (x) = (x z -f- px -{- qf {i? + l x + S ) V • • • ( x — a ) a • • • (# — d) 6 . 

En este caso las fracciones simples del tipo IV entran también 
en la descomposición de la fracción . 


Ejemplo 3. Calcular la integral 

x 4 + 4x 3 1 lx 2 4- 12x + 8 

(za^ + S) 2 (x+1) ~ 


dx. 


Solución. Descompongamos la fracción en elementos simples: 

x* +4x3 + 11x2 + 12x-}- 8 Ax-' r B Cx + D E 

(x2 + 2x + 3) 2 (x + l) ~ (x 2 + 2x + 3) 2 ' (x 2 4' 2x + 3) 'x + 1 ’ 

de donde 

*4 + 4x3 + 1 i x a 4- 12x + 8 = 

= (Ax + B) (x + 1 ) + (Cx 4 - D) (x 2 4- 2x + 3) (x + 1) + E (x 2 + 2x + 3) 2 .. 


Combinando los dos métodos dados para determinar los coeficientes, 
hallamos: 

A = i, B= — 1, C = 0, D = 0, E=í. 

De tal modo tenemos: 


x 4 +4x 3 + llx 2 +12x + 8 , P x — 1 , P dx 

(x 2 + 2x + 3) 2 (x + 1) (x 2 + 2x + 3) 2 v J í+l = 


x+2 


2 (x 2 + 2x + 3) 


VW + ‘ 


y 2 


ln |x + l | + C 


En el ejemplo 2, § 7, cap. X hemos calculado la primera integral del segundo 
miembro. La segunda integral puede ser calculada directamente. 


Del estudio realizado se deduce que la integral de cualquier 
función racional puede ser expresada mediante funciones elementales 
finitas, es decir: 

1) mediante los logaritmos, si las fracciones simples son del 
tipo I; 

2) mediante las funciones racionales, si las fracciones simples 
son del tipo II; 
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3) mediante los logaritmos y arcos tangentes, fci las fracciones 
simples son del tipo III; 

4) mediante las funciones racionales y arcos tangentes, si las 
fracciones simples son del tipo IV. 


§ 10. METODO DE OSTROGRADSKI 


Para calcular la integral de una función racional, cuando el 
denominador tiene las raíces múltiples, se puede utilizar otro método 
más simple. Este método permite destacar la parte racional de la 
integral, sin descomponer la fracción en los elementos simples 
e integrar después la fracción racional, cuyo denominador tiene 
solamente raíces simples. La integración de tal fracción no ofrece 
ninguna dificultad, puesto que puede ser descompuesta en fracciones 
simples de los tipos I y III. Este método se debe al célebre matemá- 
tico ruso M. V. Ostrogradski (1801 — 1862) y se basa en lo siguiente. 

Supongamos que se necesita integrar una fracción racional pro- 
F{x) 


pía 


f( x ) 


donde 


/ ( x ) — (x — d) a (x — b) f 


(x 2 + px + qf. 


En virtud de la igualdad (5) (§ 8) el caso se reduce a la integración 
de las fracciones racionales propias de cuatro 4,ipos (véase § 7). 
En este caso: 


1) La integral de la fracción del tipo 


(x — a) a 


es una fracción del 


tipo 


(x — a) 


a— 1 * 


2) La integral de la fracción — Mx-\-N — eg un a suma de frac- 

{x 2 + px + q f 


ciones del tipo 
gral del tipo 


M*x -f- N* 
(x* + px + q) ** 


, donde p* ^ p, — 1, y de una inte- 


í 


N 4 


x + £ 


dx. 


Por ahora dejemos aparte la integración de las fracciones de los 
tipos I y III. 

Al sumar las fracciones racionales obtenidas después de la inte- 
gración de las fraqciones del tipo II y IV, tenemos la fracción propia 
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Y (x) 

del tipo n , v , en la que el polinomio Q ( x ) es igual a 

V \ x ) 

Q (x) = (x — a) a_í (x — 6) p-i {x z + px -f- q) il ~ i . . . 

... {x 2 -f- Ix -f- s) v_1 . 

Y (x) es un polinomio cuyo grado es menor, en una unidad, que 
el del polinomio Q . 

Al sumar las integrales de todas las fracciones del tipo I y III, 
(incluyendo también las integrales del tipo 


J x +px + q 

obtenidas mediante la integración de las fracciones del tipo IV) 

X (x\ 

obtenemos la integral de la fracción propia del tipo „ ; - , donde el 

P {x) 

polinomio P (z) es igual a 

P (x) — (x — a) ( x — b ) . . . (x % + px + q) ... ( x 2 + Ix + s). 
Así, encontremos que 

íím - zw + [m. a*. (i, 

J f(x) Q (x) • J P (x) - 

Aquí, X (x) es un polinomio cuyo grado es menor en una unidad 
que el del polinomio P (x). 

Determinemos ahora los polinomios X (x) y Y (x) de los numera- 
dores. Para esto derivemos ambos miembros de la igualdad (1): 

F(x) QY' — Q'Y X 
f(x)~ Q z + P 


F{x)= miL^imjL + mjL. (2) 

Q Q 2 P 

Demostremos que la expresión del segundo miembro es un poli- 
nomio. Notemos que f {x) = PQ y escribamos la igualdad (2) en la 
forma: 


F {x) = PY' 


PQ'Y 


+ QX . 


• • ¡-i í-:-' - 

' ■ 

"fv-1 
- i-». I 



26—601 
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Queda demostrar que la expresión -q — - es un polinomio, 

o que PQ' es divisible por Q. Para esto observemos que 

= [ln Q] = [(a - 1) ln (x - a) + $ - 1) ln (x — b) -f ... 

... -f (p, — 1) ln (x 2 + px -f q) + . . . + (v — 1) ln ( x 2 + Ix -f s)]' = 
a — 1 , P — 1 , , (|i — 1) (2x +p) , 

x — a x — b x - px -\-q 


f (v-l)(2 x + D 
x -f- Ix -j- s 

El polinomio P será el denominador común de las fracciones 
del segundo miembro. El numerador será un polinomio del grado 
inferior al del de P. Designémoslo por T. De tal modo, 

<7 T 

" Q~p ‘ 



Por consiguiente, la expresión 

<7 T 

P Y — P ~Y — TY 
Q P 

es un polinomio. La igualdad (2') tomará la forma: 

F (x) = PY' - TY 4- QX . (3) 

Comparando los coeficientes de iguales potencias de la variable 
en la igualdad (3), obtenemos el sistema de ecuaciones, de donde 
encontramos los coeficientes desconocidos de los polinomios X y Y. 

Ejemplo. Calcular 

l (a:^ — ! )2 dx ' 

Solución. En este caso: 


/ ( X ) = (x — 1)2 (x 2 x -i- 1)2, 

P (x) = (x — 1) (x 2 -j-.z4-l) = x3 — 1, 

Q (x) = =z 3 — í. 

La igualdad (1) tiene la forma: 

P dx _ Ax* + Bz + C P Ex* + Fx + G 
3 (a: 3 — l) 2 x 3 — 1 J x3 — 1 

Derivando ambos miembros de la igualdad (4) tenemos: 

1 (x3 — l)(2Ax + B) — (^lx2-j-5.r-J- c )3x2 Ex* + Fx + G 

(x 3 — l) 2 (xs_l)2 + *3—1 



) 
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Eliminando el denominador, obtenemos: 

1 - (*3 _ i) (2Ax +B)- ( Ax 2 + Bx + C) 3 x 2 4 . ( z s _ i) ( Ex i + Fx + G ). 

Igualando los coeficientes de los términos con las mismas potencias de x en ambos 
miembros de la igualdad, obtenemos un sistema de seis ecuaciones para deter- 
minar los coeficientes A, B, C , E , F t G : 

0 =£, 

0=-¿ + F, 

0= — 2.B+G, 

0=3C— £■, 

0= — 2/1 — F, 

1= — 5 — G. 

La solución de este sistema nos da: 


£= 0 , ^4 = 0 , C 


0, F = 0, G=-~ 


Sustituyendo los valores de los coeficientes determinados en la igualdad (4), 
obtenemos: 

1 2 
x 




El denominador de la última integral tiene sólo raíces simples y, por eso, 
la integral se calcula fácilmente. En definitiva: 

2 2.4 


dx 


(x3 — 1)2 


_ 1 ^ “ 

-x f» 9~ 9 z "9" 

rriy+i Lí=i + ^+^M. 


dx- 


3(x3- 

X ZTi) — \ ln I x “ 1 1 ‘H-gr ln (* 2 + *+ 1) arctg + C. 


3(x2_l) 


V3 


§ 11. INTEGRALES DE LAS FUNCIONES IRRACIONALES 

No siempre es posible expresar la integral de función irracional 
mediante funciones elementales. En este párrafo y en los posteriores 
estudiaremos funciones irracionales, cuyas integrales se reducen, 
mediante sustituciones de las variables correspondientes, a las 
integrales de funciones racionales y se integran, por tanto, total- 
mente. 

m r 

1. Examinemos la integral J R (x, a? 1 , . . ., x s ) dx , donde R 
es una función racional de sus argumentos*. 

m r m r 

*) El símbolo R (x, x n , ..., x s ) indica que con las magnitudes x, x n , ..., x s 
se ejecutan sólo operaciones racionales. 

Del mismo modo hay que entender en lo ulterior los símbolos del tipo 
m 

R ••*) » R ( x ' yax 2 + úx+ C ), R (sen x, eos x), etc. Así por 

ejemplo, el símbolo R (sen x, eos x) indica aue con sen x y eos x se realizan 
operaciones racionales. 

26 * 



404 


Integral indefinida 


Sea k el común denominador de las fracciones — , . . — . 

n s 

Ejecutemos la sustitución: 

x = í fe , dx : kt k ~ 1 dt. 

Entonces, cada potencia fraccionaria de x se puede expresar 
mediante una potencia entera de t y, por consiguiente, el integrando 
se transformará en función racional de /. 

Ejemplo 1 . Calcular la integral 


d x^ + i 

1 3 

Solución. El común denominador de las fracciones — ; — es 4. Por eso, 

¿ 4 

efectuemos la sustitución x = í 4 , dx =4f 3 dt\ entonces: 


= 4 ^ í 2 dí — 4 § ?r ^<ií = 4-£-i-ln|íS+i| + C = 


]+C. 


II, Examinemos la integral del tipo 


H-(fíi)' 

* La integral se reduce a la de una función racional por medio de 
la sustitución 

ax + b __ . k 
ex -f- d 

donde, k es un denominador común de las fracciones — , . — . 

n s 

Ejemplo 2. Calcular la integral 

v x 

Solución. Efectuemos la sustitución 

x-{-4 = < a ; x ~ t 2 — 4; 


i 

J 


I 
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dx — 2tdt\ entonces: 

~\/x-¡-4 — 2 
~Y x-\-4-\-2 

§12. INTEGRALES DEL TIPO $ R(x, Y ax* + bx -f c) dx 
Examinemos la integral 

\R(x, Vax 2 -{- bx-\- c)dx. (1) 

Esta integral se reduce a la de una función racional de la nueva 
variable mediante las siguientes sustituciones de Euler. 

1. Primera sustitución de Euler . Si a >> 0, hacemos: 

Vgx 2 -f- bx c = ± Y ax -f- 1. 

Para mayor precisión, tomemos el signo más delante de Y a. Entonces, 
ax -j— bx -j— c = ax — |- 2 ~]/ a xt -}- í 2 , 
de donde x se define como una función racional de t : 

t 2 -c 

x — 

b — 2 Ya i 

(lo que quiere decir que dx también es una función racional de í), 
por consiguiente: 

_ _ ¿2 

V ax 2 -j- bx -j- c — Y a x -f- t = Y a — -f- t 

b — 2tY a 

es decir, Y ax 2 -j- bx -f c es función racional de t. 

Puesto que Y a & + bx -j- c, x y dx se expresan mediante fun- 
ciones racionales de ¿, por tanto, la integral dada (1) se transforma 
en la integral de una función racional de t. 

Ejemplo 1. Calcular la integral 

dx 

ywyc 


= 2í + 2ln ~ | +C = 2Vx + 4+21n 




dt 

’r/fí 

' " I 

t * — 4 


+ C. 



Solución. 

entonces: 

de donde 


Puesto que aquí a = 1>0, pongamos Yx*-\-C~ — x-\-t ; 
j : 2 + C = x2 — 2xt+t*, 
t* — C 



j 

i 
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Por consiguiente, 


, * 2 + C j 

dx =^r dt - 

yi>+c=._*+< = _ , -!=£+ t . 


Retornando a la integral inicial, tenemos: 

* t l±£ dt 

P dx 2t 2 e dt , | , , , „ 

= -75+c-=W = ln| ‘ l+c ‘ 

O 2 1 

(véase la fórmula 14 de la tabla de integrales). 


= § —-^lnlfl + C^ln \ x +y x 2 + C \+C i 


2. Segunda sustitución de Euler. Si c >> 0, pongamos 
Vax 2 -f- bx 4- c = xt ± Ve, 


entonces: 


4- bx 4- c — x 2 t? 4- 2xtVc 4- c. 


(Para mayor precisión hemos tomado el signo más delante de la 
raíz). De aquí x se define como función racional de t: 

2 Ve t — b 


Puesto que dx y V <za: 2 + bx 4- c también se expresan mediante 
funciones racionales de t , entonces sustituyendo los valores de 
x, V ax 2 4~ bx 4~ c y dx en la integral f R (x, \ r ax 2 4- bx 4~ c) dx, 
reducimos esta última a la integral de una función racional de í. 

Ejemplo 2. Calcular la integral 

P (l — Vl + * + * 2 ) 2 d¡ 
d X 2 *]/ 1 4- x + X 2 

Solución. Pongamos V 14- x 4~ x2 1, entonces, 

í-¡-x-¡-x 2 = x 2 t 2 + 2xt + l; x = j ; dx^V-^^V dt; 


,-i-x-}-x 2 — xt-j-i~ — — ^¿1 ; 1 — V i 4~ x + x2 : 


2t 2 -f - 1 
1 — f 2 


Sustituyendo las expresiones obtenidas en la integral inicial, encontra- 


^ (l — Ví + ^-b-o; 2 )* 

*> ** yr+ X x ^ 


( — 2f 2 4-*) a (1 — í 2 ) 2 (1 — í 2 ) (2í 2 — 2¿-f-2) ; 

(i — í 2 ) 2 (2í — l) 2 {t 2 — £ 4~ 1 ) (i — t 2 ) 2 dX ~* 


• f2 ^i + i±|| + C : 
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2(~j/ l-j-x-f-x 2 — l) ln x + y í-{-x-\-x 2 — 1 ^_ n== 

X X ~[/ i rf- X -f- X 2 -f- 1 

= 2 " 1+:C j~ 3:2 =1 ~ + lnl2x+2 yi + x + x 2 + l | + C. 

3, Tercera sustitución de Euler. Supongamos que ay p son raíces 
reales del trinomio ax 2 -f bx + c. Pongamos: 

V ax 2 -f- bx -f- c — (x — a) t. 

Siendo ax 2 + bx + c . — a (x — a) (x — P), tenemos: 

Va (x — a) (x — p) = (x — a) t, 
a(x — a) (x — P) = (x — a) 2 t z , 
a(x — P) = (x — a) í 2 . 

De donde x se expresa como una función racional de t: 

aP — ai 2 

x = 2 — . 

a — t 2 

Puesto que dx y Y ax 2 bx + c son también funciones racio- 
nales de í, la integral dada se transforma en la integral de la función 
racional de t. 

Observación 1. La tercera sustitución de Euler es aplicable 
no sóV cuando a < 0, sino también cuando a 0; la -única condi- 
ción o~ que el polinomio ax . 2 -f- bx + c tenga dos raíces reales. 

Ejemplo 3. Calcular la integral 


<) Vx 2 + 3x— 4 

Solución. Puesto que x 2 -\-?>x — A—(x-\-ó)(x — 1), pongamos: 
V(x+4)(x-l) = (x-}-4)í. 

Entonces: (x + 4)(x — 1) = (x-j- 4) 2 í 2 , x — l = (x-|-4) í 2 , 

1 -f- 4¿ 2 lOi 


1 — t 2 ’ 


dX (1 — í 2 )2 dí ’ 


V<*+ 4)(*-l) = [t±^ + 4 ] * = 1^5 ■ 

Retornando a la integral inicial, tenemos: 

dx f lOí (1 — ¿2) p 2 1 1 + í 

y^4^Z4 i d-¿ 2 ) 2 5í a ' Ji-í* dí - ln i-í 


X 1 

+c = in y+4+vy i +c . 
£ — 1 Vx-j-4 — v x — i 

x-\-A 



•••■ ..y*- 
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Observación 2. Notemos que para reducir la integral (1) a la 
integral de una función racional es suficiente utilizar la primera 
y la tercera sustituciones de Euler. Examinemos el trinomio 
ax 2 + bx + c. Si b 2 — 4 ac > 0, las raíces del trinomio son reales y, 
por tanto, es aplicable la tercera sustitución de Euler. Si b 2 — 4 ac < 
0, tenemos 

1 

ax z + bx + c = ^ \(2ax -j- ó) 2 -j- (4 ac — ó 2 )] 

y, por tanto, el trinomio tiene el mismo signo que a. Para que 
Y cu z + bx + c sea real, hace falta que el trinomio sea positivo y, 
partiendo de aquí, tiene que ser a > 0. En este caso se puede usar 
la primera sustitución. 


§ i 3. INTEGRACION DE LOS BINOMIOS DIFERENCIALES 
La expresión de la forma 

x m (a + bx n ) p dx, 

en la que m, n, p, a , b son números constantes se llama binomio 
diferencial. 

Teorema. La integral del binomio diferencial 


l x m (a -j- bx n ) p dx, 

puede reducirse , si m, n, p, son números racionales , a la integral de una 
función racional y , por consiguiente , puede expresarse mediante funcio- 
nes elementales en los tres casos siguientes : 

1) p es un número entero (positivo, negativo o cero); 


m-f 1 
n 

m -{- 1 


es un número entero (positivo, negativo o cero); 

+ p es un número entero (positivo, negativo o cero). 


Demostración. Transformemos la integral dada con ayuda de la 
sustitución 


Entonces: 




n 


dz . 


^ x m (a bx n ) p dx — ~ n (a + bz) p dz = ^ z q (a + bz) p dz, (1) 
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donde 


m 4- 1 


1. 


n 


1. Sea p ud número entero. Siendo q un número racional, desig- 

némoslo por — . En este caso, la integral (1), tiene la forma: 
s 

r 

¡R(z\ z)dz. 

Hemos indicado en el § 11, cap. X, que una integral de este tipo 
puede reducirse a una función racional mediante la sustitución 
z = f. 


1 es 


n n m - (- 1 jr T 7 I. m - j - 1 

2. Sea un numero entero. Entonces q — 

n n 

X 

también un número entero. El número p es racional, p = — - . 

ja 

La integral (1) se reduce entonces, a una integral del tipo 


(a+bz)"]dz. 

Esta integral fue estudiada en el § 11, cap. X. Se puede reducirla 
a la integral de una función racional con ayuda de la sustitución 

a + bz = t*. 

3. Sea + p un número entero. Pero, entonces, m + ^ 


n n 

— 14 - P ~ q P también es un número entero. Transformemos 
la integral ( 1 ): 

^ z q (a 4 - bz) p dz = ^ z Q+p dz , 


donde q 4 - p es un número entero y p — -j- es un número racional. 
La última integral pertenece al grupo de integrales 


M-t^J 


dz , 


Esta integral fue examinada en el § 11, cap. X. La integral 
indicada se reduce a la integral de una función racional mediante 

, . . , a 4 ~ bz i 

la sustitución — t. 

z 
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Examinemos los ejemplos de la integración en todos los tres casos. 

_ 2 2 

Eiempl ° *• l 3(,+x3) " fe - Aquí ’ í,= - 1 

2 

(número entero). Pongamos x 3 =i z, transformemos la igualdad hasta obtener 
entre paréntesis la expresión lineal respecto a z: 

_ 2 2 1 _ 1 
^ x 3 (1 ^ z -1 (1-j- z)"l -^-z 2 dz = ^ z 2 (1 -j-z) -1 dz. 

Hagamos la sustitución: 


Entonces, z = í 2 , dz = 2tdt t y 
0 2 2 _ 1 

) x 3 ( 14 -x 3 )-ldx = -| ^ z 2 (l+z) -1 dz=~ ^ í~l (1 + í 2 )-i 2í di = 

=>3 ^ = 3 are tg i + C = 3 arctg l/z + C = 3 arctg V^+C. 

3 _ i 

Ejemplo 2. \ — X - - dx =» \ x 3 (l — x?) 2 dx. Aquí, n=>2; p — 

e) ~|/ 1 — x 2 J 

1 trv -I 1 

=> — 2 ", — —=.2 (número entero). Realicemos la sustitución x 2 = z. Enton- 

11 
2 ■> 1 2 j 

ces, x = z“% ax = — z ^ dz, y 

^ yfej ‘ ,x =^ 2(1 - z)_2 T r '‘ Í2 =4-^ (1 “ i ''” 2 ‘ ¡z - 

Para transformar la expresión entre segundos paréntesis en racional, pon- 
1 

gamos (1 — z) 2 = í; entonces: 1 — z = í 2 ; z = ¿- — i, az=>2í dt. 

Por consiguiente, 


= -f~ í + C=-i((2-3) + C= 


_1 2f dt-. 


l <?-■ 


( — 2 — 2) -f- C ■■ 


Vl-x2 


( — x 2 — 2)-f-C. 


Ejemplo 3. ^ — 

d x 2 V(l + x 2 )3 

o ^ 3 m+1 . _ 


" 2 (l + x 2 ) 2 dx. Aquí, m= — 2, 


n~¿, p => — y 


4 -p — — 2 (número entero). 
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Transformemos la expresión entre paréntesis en función lineal: 

i 1 


x^ — z; 


dx — ~z 2 dz\ 

1 

2 


Jar*(l + *») 2 d^^"l(l + z) 2 ±z 2 dz = ±§z 2 (í +z) 2 dz = 

El primer factor es una función racional. Para que el segundo factor sea 
racional también efectuemos la sustitución: 




Entonces: 


Por consiguiente: 

3 
2 


= i a ; 


í 2 — 1 ’ 


(¿4 : 


■2í di 


*dx = i- ^ Z-3 ^-ídLl) 2 d3 = 

— r S <*■-‘>•*-•-^=1^ — s * 


í 2 - 


í 2 


(í 2 — 1)2 ‘ 


dt — — t ■ 


-+c= 


= - (W- (t? 7)*+ « — (^f ~ tóf+ c = 


1/l + X 2 


* yi+x 2 

Observación. P.L. Ghébishev, destacado matemático ruso, demos- 
tró que la integral de los binomios diferenciales, con exponentes 
racionales puede expresarse mediante funciones elementales sola- 
mente en los tres casos citados; (por supuesto, a condición de que 

/ a i. / rw o- • ji - m-f-lm + 1. 

a (J y b 0). Si ninguno de los números p, — — — , — {- p 

es entero, esta integral no puede ser expresada por funciones ele- 
mentales. 


§ 14. INTEGRACION DE CIERTAS CLASES 
DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

Hasta ahora hemos estudiado sistemáticamente las integrales 
de funciones algebraicas (racionales o irracionales). Én el párrafo 
presente examinemos las integrales de ciertas elases de funciones 
no algebraicas, en primer lugar, de las funciones trigonométricas. 





Examinemos la integral 

l R (sen x, eos x) dx. (1) 

Demostremos que esta integral, con ayuda de la sustitución, 

tg-| = í (2) 

se reduce siempre a una integral de una función racional. Expre- 

X 

sernos sen x y eos x en función de tg ^ y? por consiguiente, en fun- 
ción de t : 


x x 
2 sen >2 eos — 


2 sen ~ eos 


2 tgf 


sen 2 -| + eos 2 ^ 1 + tg 2 


2 1 

x 1 -f* í 2 
2 


o u, o 2 ^ 2 ^ a 2 **' 

eos J — sen — eos ^ - sen ^ 1 — tg y 1 _ ¿ 2 

1 2^i 2*^ j - 2 1-f-í 2 

eos— + sen- 1 + tg j 


Luego, 


x — 2 arctg t, dx — 


1-f-í 2 


Así, sena:, cosa: y dx quedan expresadas mediante funciones 
racionales de t. Puesto que una función racional de funciones racio- 
nales es también racional, sustituyendo las expresiones obte- 
nidas en la integral (1), ésta se reduce a una integral de función 
racional: 

r p/ w f 0 r 2í - i-í 2 i 2dt 

\ R(senx, cosx)dx= \ R\ — — , — T — T . 

J J Ll-fí 2 1 -fí 2 J 1 -f í 2 


Ejemplo 1. Analicemos la integra] 


P dx 
J sen x ’ 


En virtud de las fórmulas expuestas, tenemos: 
2 dt 


+ t g || + C. 
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La sustitución examinada ofrece la posibilidad de integrar 
cualquier función del tipo R (eos x , sen xj. Por eso, se llama, 
a veces «sustitución trigonométrica universal». Sin embargo, en la 
práctica esta sustitución conduce a menudo a funciones racionales 
demasiado complicadas. Por esto, siempre es preferible conocer, 
aparte de la sustitución «universal» otras sustituciones, que, a veces, 
conducen más rápidamente al objetivo. 

1) Si la integral tiene la forma j¡ R (sen x) eos x dx, lá sustitu- 
ción sena: = t, eos x dx = dt , reduce la integral a una integral 
de la forma R ( t ) dt. 

2. Si la integral tiene la forma j R (eos x) sen x dx , la sustitu- 
ción eos x — t, sen x dx = — dt , reduce la integral a una integral 
de función racional. 

3) Si el integrando sólo es función de tg x, la sustitución tg x = t , 
a; = arctg t, dx = ^ ■ reduce la integral a una integral de 

función racional: 


J R (igx) dx = ^ R (t) • 

4) Si el integrando tiene la forma R (sen x , eos x), donde las 
potencias de sen x y de cos.a: son exclusivamente pares, se usa la 
misma sustitución: ^ 

tg x = t, (2') 

puesto que sen 2 x y eos 2 x se expresan mediante expresiones racio- 
nales de tg x: 

,11 


eos X — 


1 -P tg 2 X 1 -{- t 2 


2 tg 2 X 

sen ¿ x = — - 


1 -f tg 2 ^ 1 -M 2 ’ 


Después de realizar la sustitución, obtenemos la integral de 
una función racional. 

Ejemplo 2. Calcular la integral ? sen x 

j 2-f eos x 

Solución. Esta integral se reduce fácilmente a una de la forma 
^ R (eos x) sen a; dx. 
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sen x dx. 


En electo, 

P sen 3 x , P sen 2 x sen x dx P 1 — eos 2 x , 

\ — ¡ — dx=\ — — = \ - 7 — sen x dx. 

J 2-f-COS X e) 2-}-COSX J 2-4-cosx 

Efectuemos la sustitución cosx = z. Entonces, sen xdx= — dz : 

pno2 y 

«=4 — 2z + 3 ln (z + 2) + C = ^4 2 eos x-f 31n (eos x + 2) -f C. 

(¿i ¿t 

Ejemplo 3. Calcular ^ • 

Efectuemos la sustitución tgx = í: 

P dx P dt P dt 1 . t , „ 

( 2 __i!_j (1+f2) = J2q^" V2 arog V5 ■ 

= W arctg (yf) +c - 

5) Examinemos ahora una integral más, de la forma 
l R (sen x , eos x) dx, aquí bajo el signo de integral se encuentra el 
producto sen m x cos n x dx (donde m y n son números enteros). Es 
preciso estudiar tres casos. 

a) l sen m xcos n xdx, donde por lo menos uno de los números 
m y n es impar. Para evitar toda ambigüedad, supongamos que n 
es impar. Hagamos n = 2p + 1 y transformemos la integral: 

l sen m xcos 2p+l xdx= J sen m a:cos 2p ;rcos;r<¿ 2 : = 

= J sen m x (1 — sen 2 x) p eos x dx . 

Efectuemos el cambio de variable: 

sen x — t, eos x dx — dt. 

Sustituyendo la nueva variable en la integral dada, obtenemos: 
5 sen m ;rcos n x dx = ] t m (1 — t 2 ) p dt, 
que es la integral de una función racional de t. 

Ejemplo 4. 

P eos 3 x P eos 2 x eos x dx P (1 — sen 2 x) eos x dx 

j sen 4 x ~ j sen 4 x ~~ j sen 4 x 

Designando senx = f, eos x dx — dt, obtenemos: 


p eos 3 x . P 
J sen 4 x x ~ J 


(1 — í 2 ) dt 


= f iL_f *.= L+Jl+c, 

J í 4 J í 2 3í 3 ^ t ^ 


! j-C. 

3 sen 3 x sen x 
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b) J sen m x cos n x dx , donde m y n son números no negativos 
y pares. 

Pongamos m = 2 p, n = 2g. Escribamos las conocidas fórmulas 
trigonométricas: 


2 1 1 9 

sen x = — — — eos ¿x. 


2 1,1 0 
eos X = — -| — — eos ¿x. 


Sustituyéndolas en la integral, obtenemos: 


sen # eos 


x dx = j" ~ eos 2x^j -j- ~ eos 2oc^j dx. 


Ejecutando operaciones de elevar a potencia y abrir los parén- 
tesis, obtenemos términos que contienen eos 2x en potencias pares 
e impares. Los términos que contienen las potencias impares, se 
integran como hemos indicado en el caso a). Los términos que tie- 
nen las potencias pares, los reducíamos de nuevo, utilizando suce- 
sivamente las fórmulas (3). Procediendo de esta manera llegamos 
hasta los términos de la forma ) eos kx dx, que pueden integrarse 
fácilmente. 

Ejemplo 5. 

^ sen 4 x dx — ^ (1 — eos 2a;) 2 dx = ^~ ^ (1 — 2 eos 2a; -f- eos 2 2a;) dx = 

«=-^- |jr — sen 2x~\~~ ^ (1-j-cos 4x) da;J =— x — sen 2a: 4- J -f C . 

c) Si los dos exponentes son pares y, por lo menos, uno de 
ellos es negativo, el método indicado en el caso anterior b) no da 
resultado. Es preciso hacer la sustitución 

t gx=t (ó cot gx=t). 


Ejemplo 6. 

f sen 2 x dx sen 2 x (sen 2 x -f- eos 2 x ) 2 

j eos 6 x A eos 6 x 


dx= ^ tg 2 x (l-(-tg 2 a;) 2 dx. 


Hagamos tg x = t, entonces, a; = arctgí, dx = — — 5 y obtenemos: 

1 -j- 

t 3 , Í 5 , ^ tg 3 x , tg 5 a; , „ 

= T + T +C=-3— + + C. 

6) En conclusión examinemos las integrales de la forma siguiente: 
$ eos mxcosnx dx, ¡¡senmxcosnxdx, § sen mx sen nxdx. 


416 


Integral indefinida 


Estas se pueden calcular con ayuda de las siguientes*) fórmulas 
(m n): 

1 

eos marcos nx = [eos (m -f- n) x -f- eos (m — n) x], 

1 

sen mx eos nx = — [sen ( m -f- ri) x -f- sen ( m — n) x], 

1 

sen mx sen nx — — [ — eos ( m -f- n) x + eos (m — rí) x\. 

Cu 


Sustituyendo e integrando, obtenemos: 

eos mx eos nx dx = ^ [eos (m -\-n) x eos (m — n) x] dx — 

sen (m -f- n) x sen (m — n) x 

2 (m + n) 2 (m — n) 

Del modo análogo se calculan las otras dos integrales. 

Ejemplo 7. 

? c OJ 1 P r OI OIJ sen I se « 2x , _ 

^ sen 5x sen ox dx — ^ [ — eos ox -+- eos 2x\ dx= — — 1 — — (- C. 


+ C. 


§ 15. INTEGRACION DE CIERTAS FUNCIONES IRRACIONALES 
CON AYUDA DE SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS 

Regresemos a la integral examinada en el § 12 cap. X, 

$ R (x f ~V ax z -f- bx -f- c) dx (1) 

Mostremos aquí cómo esta integral puede transformarse en una 
integral de la forma 

$ R (sen z, eos z) dz , (2) 

estudiada en el párrafo anterior. 


*) Estas fórmulas se calculan fácilmente de la manera siguiente: 
eos (m -j- n) x — eos mx eos nx — sen mx sen nx , 
eos (m — n) x — eos mx eos nx -f- sen mx sen nx. 

Sumando estas igualdades término a término y dividiéndolas por dos, obte- 
nemos la primera de las tres fórmulas indicadas. Restando término a término 
y dividiendo por dos, obtenemos la tercera de estas fórmulas. La segunda fór- 
mula se obtiene de modo análogo, escribiendo las igualdades idénticas para 
sen (m -j- n) x y sen ( m — n) x y sumándolas término a término. 
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Transformemos el trinomio que figura bajo signo de la raíz: 


+ bx + c = a{x + ^ + (< 


Efectuemos el camhio de variable, haciendo 


* + 5 “ í - 


dx = dt. 


Entonces: 


V ax 2 -f- bx -f- c — ~\/ at 2 + . 

Examinemos todos los casos posibles. 

¿2 

1. Sea: a > 0, c — 7— > 0. Introduzcamos las designaciones 
4 a 

a = ra 2 , c — ~~ = n 2 . En este caso tenemos: 

4a 

' V ax 2 -f- bx -f- c = V m 2 t 2 -f- n 2 . 

¿2 ¿2 

2) Sea: a > 0, c — ; — <C 0. Entonces, a = m 2 , c — — ra a . 

4a 4a 

Por consiguiente, 

V az 2 -f- bx -f- c — V m 2 t 2 — n 2 . - 

b 2 b z 

3) Sea: a < 0, c — 7— > 0. Entonces, a = — m 2 , c — 7— = rc 2 . 

4a 4a 


JPor consiguiente, 


V ax 2 -f- bx -f- c = Va 2 — m 2 ¿ 2 


. 

4) Sea: a < 0, c — 7— < 0. En este caso y ax 2 + bx + c es 
4a 

un número complejo, para todo valor de x . 

Así, la integral (1) puede reducirse a una de las siguientes clases 
de integrales: 

, I. I R (t, Vm 2 ! 2 n 2 ) dt. (3.1) 

II. J R (t, V m 2 t 2 — n 2 ) dt. (3.2) 

III. S R (t, Vn 2 — m 2 t 2 ) dt . (3.3) 

Es evidente que la integral (3.1) se reduce a una integral de la 
forma (2), con ayuda de la sustitución t~~tgz. La integral (3.2) 
se reduce a una integral de la forma (2) mediante la sustitución 
27—601 
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t = — secz. La integral (3.3) se reduce a una integral de la forma (2) 

mediante la sustitución t = ~ sen t. 

m 


Ejemplo. Calcular la integral ^ 


dx 


~|/(a 2 — x 2 ) 3 

Solución. Es la integral del tipo III. Hagamos la sustitución x = asenz, 
entonces: dx — a eos zdz , 


$ 


ffo P a eos z dz P a eos z dz 1 P dz 

l/(a 2 — x 2 ) 3 J f/(a 2 — a 2 sen 2 z) 3 v a 3 eos 3 z a 2 J eos 2 z 

1 f jy _ | 1 sen z 1 senz ; ^ __1 x 

“a 2 §Z+ — a 2 cosz ~ a 2 yf^señ 2 ! + ~ « 2 ya 2 — x 2 


<7. 


§ 16. FUNCIONES CUYAS INTEGRALES NO PUEDEN 
EXPRESARSE MEDIANTE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 


Hemos indicado (sin demostración) en el § 1 cap. X que toda 
función f (x), continua en el intervalo (a, ó), tiene en este intervalo 
una función primitiva, es decir, existe una función F ( x ) tal que 




F' (x) — / (a:). Sin embargo, no cada función primitiva, incluso 
cuando ésta existe, puede expresarse mediante un número finito 
de funciones elementales. 

Así, por ejemplo, hemos indicado, que las funciones primitivas 
de los binomios diferenciales no pertenecientes a las tres formas 
estudiadas, no pueden ser expresadas mediante un número finito 
de funciones elementales (teorema de Ghébishev). Tales son, por 
ejemplo, las funciones primitivas expresadas por las integrales 

Í „ , f sen x 7 f eos x , f . f dx 

6 dx ’ J ~!T dx ' \ ~lT dx ' J Kl-A: 2 sena: dx, \ ^ 

y muchas otras. 

En todos estos casos la función primitiva representa evidente- 
mente, otra función que no se expresa mediante una combinación 
de un número finito dé funciones elementales. 



Así, por ejemplo, la función primitiva $ e~ x2 dx -j- C, que se 
anula para x — 0, se llama función de Laplace y se designa por <f) (x). 
Por tanto, 

<D (x) = -L 1 e~ x 'dx + C u si <l¡ (0) = 0. 

Va J 

Esta función está bien estudiada. Existen tablas de sus valores 
para diferentes valores de x. En el § 21 cap. XVI (tomo II) veremos, 
como puede ser realizado esto. En las figuras 204 y 205 se dan respec- 
tivamente la gráfica del integrando 

y — e x 

y la gráfica de la función de Laplace y = O (x). La función primitiva 

$ Vi — k 2 sen 2 x dx -J- C (k < 1) 

que se anula cuando x sea igual a cero, se llama integral elíptica 
y se designa por E (x), 

E (x) — $ Vi — k 2 sen 2 x dx -j- C 2 , si E (0) = 0. 

Existen también tablas de los valores de esta función para dife- 
rentes valores de x. 


Ejercicios para el capítulo X ' 

I. Calcular las integrales: 

1. ^ x 5 dx. Resp. 2. ^ (x-\-~\/x) dx. Resp. V g 

3 - l (yr ~ x ~^) ix - aesp - eví-^ys+c. <• *«/>• 

l**V*+c. 5. J(-¿T+^+ 2 ) «~r- -4~~^r + 2 * + C- 

6. ^ ' Resp ' y V^+C- 7. ^ dx. Resp. — b 

-j- x z ^ x 2 3 y^x -\- C . 


Integración por sustitución: 8. ^ e 5x dx.Resp. — e 5x -\- C. 9. ^ eos 5x dx. 

sen 5a; , P eos ax f lna , „ 

Resp. — g \-C. 10. \ sen ax dx. Resp. -\-C. 11. \ dx. Resp. 

+ *»’■ - C -^+C. 13. Resp. 

Í T £ + C - i4 ' -í-lnlto-TI+C. 15. Besp. 

— ln | 1 — x\-\-C. 16. ^ 5 ~2x ' R ssp ' — ^ — 2x\-\-C. 17. ^ tg 2a : dx. 








420 Integral indefinida 

Resp. — |-ln | eos 2x j -f C. 18. ^cotg(5x — 7) dx. Resp. yin | sen (5x — 7) \-\~C. 
19. ^ cotg ‘ R es P- — ln | eos Sy | + C. 20. ^ cotg y dx. Resp. 

3 ln j sen ~ + C. 21. ^ tg <p se 2 q> d(p. Resp. y tg 2 22. ^ (cotg e x ) e x dx. 

Resp. ln | sen e x \-{-C. 23. ^ ^tg4£ — cotgy~j dS. Resp. — ln | eos 4<S' | — 


— 41n sen -y + C. 


sen 2 x eos x dx. 


sen 3 x 


25. ^ eos 3 x sen x dx. Resp. — - °^ — -f- C. 26. ^ ”]/ x 2 -|-l xdx. 
Resp. Al/(Í5+T)5 + C . 27. § ' Res P' yVSM^ + C. 

*■ S *»p-\v*+i+c - - 3 -^+ c - 

»• $=£■ 

32. ? £Afí</x. Res P .~^p.+C. 33. \ % - . Resp. 

J sen 2 x 2 e) eos 2 x ~^/ tg x — 1 

2Vt^i+C. 34. \ lD (* + 1> d*..R«sp. 1 -Sl<£±l>- l -C. 35. ? CaSxd *' 

0 * + * 2 0 V2senx + 1 

flesp. "^2 senx + l + C. 36. C . . S ^ 11 — ^ . Resp. — - — r + C. 

y v ' <) (l + cos2x) 2 r 2 (l + cos2x) 1 

37. C s en2xdx _ 2 ~|/l -f-sen 2 x + C. 38. C j/tgx + l_ ^ R esp . 

<3 y'l-f-sen 2 x J eos 2 x 


yl/(tgx + l) 3 +C. 39. § ( 2 + 3sen 2x) 3 * ^ 

/A 0 sen3xdx „ 1 . n .. ? 

40. \ . . Resp. a — + C. 41. \ 

<3 eos 4 3x >/ eos 3x «1 

(* aresen x dx „ aresen 2 x , „ 

42. \ / Resp. A (-C. 43 

<3 1/1 — x 2 2 


1 1 , „ 

Resp * l2(2 + 3sen2x) 2 ‘ i " ' 


ln 2 x dx 


Resp. l5^ + C. 


O are 
‘ ¿ 1 


arctg x dx 
1 + x 2 - ’ 


arctg 2 x , _ .. P árceos 2 x 

-^-+ a44 - J VT^ - "• 


iíesp. — 


arccotg 2 x 


árceos 3 a . g 45 «««>»* fe. 

3 ~ 1 + x 2 

Resp. y ln (x 2 + 1) + C- 
, A P eos xdx _ 

»+ C - 48 ' l 2sen* + 3 ' fl “ P ' 


n ; i 1 P eos xdx _ 

47 ‘ S x 2 + Ix+ ~ 3 d:C - T ln( * 2 + 2 * + 3) + C - 48 * i 2-^ + 3' 

i- ln(2senx + 3) + C. 49. ^ x ]£ ~£- Resp ' ln|lnx|+C. 50. ^ 2x (x 2 -f í) 4 dx. 
Resp. ( x2 ~^^— = C. 51. ^ tg 4 xdx. Resp. -y -tgx + x-j -C. 

52 - i ■ (1+xifarctg T - ^ ln l arCt S ;c l+ c - 53- J ¿SST^i+T) * jR ^’ 

4-ln |3tgx+l| + C. 54. ^ dx. Resp. ^^ + C. 55. ? ^ • 

3 1 6 . 1 1 e) eos 2 x 4 ¿ y 1 —x 2 aresen x 


•. .. ' , .r ;\~J *j 
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Resp. ln | arcsen x | -\-C. 56. ^ 2 -f 3 sen 2x ^ X ' ^ esp ' I 2+3 sen 2x 


57. ^ eos (ln x) -y- . Resp. sen (ln x)-\-C. 58. ^ eos (a -j- bx) dx. Resp. 

x 

y sen(a + ¿x)-f£. 59. ^ e * x dx. Resp. y e» + C. 60. ^ ? dx. Resp. 

X 

3e 3 -f-C. 61. ^ e senx cosxdx. Resp. e sen *-f-C. 62. ^ a x2 xdx. Resp. 

~ + C . as. ^ e a dx. Resp. ae a + C. 64. ^ (e* x )*dx. Resp. ~ e** + C. 
65. ^ 3 x e x dx. Resp. jy^-j- ^ -\-C. 66. ^ e~ 3X dx. Resp. — e~ 3x -\-C. 
67. ^ (e 5x 4 -a 5x )dx. Resp. y ^ e 5x -f- ^ — -j - C j . 68. ^ e x^-\-ikX-\-3 ( x -\-2) dx. 

r» 1 C ( a *— b *) 2 (^) _ ("Ó") 


Resp. y e x2+ 4 x +3-fC. 69. ^ ^ a x^ dx • fl«P- 


e) a x b x ' ln a — ln b 

• Resp. i-ln(3 + 4e*)+C. 71. 


— 2 x-f-C. 


ln (2-f- e 2x ) -\C. 72. 


-~ 2 - Resp. arctg (V2x) + C. 73. 


Vi— 3x2 


Resp. - : ~ríiTCsen(V3x) + C. 74. jj ~yj== ~ • y asesen ~ -fC. 

75. ^ ¡arcseny+C. 76. ^ y yy 2 . /Tesp. y arctg y +C. 

__ C* dx 1 3x „ _ c P dx 1 |24-3x 

' 77 - J -§3+4 • Resp - T + C - 78 - i 4=53- Resp - 12 1,1 |2=3Í + 

+Í7. 79. ^ — - . Resp. ln |a:+ ~\/ nr® — 1— 9 1 +C . 80. í — . Resp. 

J Vx2-f9 J V 6 2 x 2 — a 2 

-¿- ln | ¿>x-j-y¿> 2 x a — a 2 |+C.81. \ 7. Resp. — ln | ax -f- yfc?-fa 2 x 2 1 + 

O e)T/fe2_J_ a 2^a <Z 

82 - ¿ ln |síTí| +c - “• ■*“* 


V 6 2 x 2 — a 2 


. Resp. 


P dx „ 1 , ax — c 

-4- £7. 82. \ — =— = 5 -. Resp. -x — ln ¡ — - 

** 3 a 2 x 2 — a 2 ^ 2 ae ax-¿c 


==. flesp. -In|ax-f-yfe? + a 2 x2|-f 

-ln 2£=£ +C . ss. f J^.. BesíJ . 

c ax-fc ,5 5_^e 0// * 


— -7=- ln 1 v ” 

6 V 5 x 3 -V 5 


* 3 + Vg. +C. 84. 


p X dx „ 1 

yvT^r- fles? - T 


arcsen x 2 -f- C. 


85 ' ll^r- Hesp - 23' arctg '^" +c - 86, l vr^ ' Resp ' aicseaeX + 

+ c. 87. fl«p. -^-arcsen t/I^ + C. 88. ? . 

J V3-5x 2 V5 e) a-+sen 2 x 

i?esp. y arctg ^ ) + C- 89. ^ — ^===y — . i?esp. arcsen (ln x) + C. 
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90. 


dx. Resp. — (árceos x)*-{-~\/\ — x 2 -f-C. 91. ? — - ^ rCt f - dx. 
v y 1 — x 2 ¿ tí l-f-x¿ 

92. ? Vl + in* ix 

J X 


Resp. ln (4 -f- x 2 ) — (arctg x) 2 + C 


Resp. 


y V(l + ln*)* + C. 


94 


93. 


Vi+V 


■J— -dx. /?<?sp. -y ]/"(l + V a: ) 3 + C '- 

. C j x - . /? M p. 4Kl + Vx+C. 95. ? -fJZj r- i?esp. 

J yí/i+yí j 1 +« #x . 

arctg e x -f- C. 96. t ^ o s fi ffe . Resp. 3 f/ sen x 4- C. 97. C ~]/ 1 -f- 3 eos 2 x sen 2x dx. 
J^sen 2 * «3 

üfsp. — Íy(i + 3cos 2 x)3 + CT. 98. { sen 2 x dx 

9 «J yi + cos 2 x 

+ C. 99. ? ~ dx. Resp 1 1 

J sen 4 a; 

/?esp. y f^tg 6 x-f-C. 101. ^ 


.Resp. — 2 y 1 -j- eos 2 x-f- 


C. 100 


• l 


Vw 


eos 2 x 


dx. 


sen x 3 sen 3 x 

(L . R esp. arctg ^ ]/'■ y tg a; j + 

dx. 102. ^ 


2 sen 2 x -j- 3 eos 2 x 
Ax+B 


dx 


. Resp. 


+ C. Integrales del Upo § ax , +bx + c ~ -- j l2+2x+5 

| arctg i+i+C. 103. $ 17 ?f +C ' 

dx 


2 

104 


dx 


x 2 -j-3x-{-l 


. Resp. 


Resp. yin 


x — 5 


x — 1 


+ C. 


ys 

106. 


ln 


2x + 3— y 5 


2x + 3 + y 5 

dz 


y H 

+ C. 105. 




6x-f-5 

. Resp. arctg (2z — l)-f-C. 


* §'2z 2 — 2z + l 

P dx „ 1 ^ 3x — 1 . „ Atxa ? (6x — 7) dx 

* i 3 ^ 32^2 * V 5 arCtg ^ 7 T +C ' 108 ‘ ¿ 3 -^ 


ys 

Resp. ln|3x 2 -7x-f 11J + C. 109. ^ . Resp. A l n (5x 2 -3x + 2)- 


7x+ll ’ 


11 


arctg 


5 y 3 i y 31 

1 . 2 x — 1 

7 =- arctg 


= — f C. 110. ^ dx. Resp. y ln(x 2 — x+l)-f- 


V3-— ya S W - li f 1 “< fc - 1) + 

+ yln(2x+l)4-C. 112. ^ - ¿Z~y 2 da: - yln(5x 2 -* + 2) + 

^ 6x 4 — 5x 3 -f- 4x 2 


8 lOx— 1 

-J arctg, -==--\-C. 113 

5 y 39 y 39 


2a;S^Í+í- ál - *“*• T + 

dx 


+ y ln 1 2x 2 — x-f-l | +r¡7f arctg —~+C. 114. J 2 ^Px+sen ± cos g + 8en » x * 

Resp. — — arctg - — -fC. Integrales del tipo 'v dx; 

y7 y7 o y a x 2 + 6x-fC . 
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115. 


P dx 

J 1/2— 3:t 


y 2— 3x — 4x2 


1 8x + 3 C* 

. i?esp. — arcsen — [-£• 116. \ 


dx 


1/41 


/?esp. ln 


:+4- + y* a +*+i + <?• 


4t7 - s 


1/ 1 + X -J- X 2 


dS 


l/2a5 + 52 


Resp. 


ln\S + a + V 2a S + S>\ + C. 118. $. 


1/3 


6x + 7 

arcsen — — 4- 


1/109 


4-C. 119. ^ — ¿L — . ¿?esp. ^4^1n|6^4-54-l/l2x (3x + 5)¡4-C. 120. 


1/ a; (3x4-5) 


1/3 


dx 


dx 


-. i?esp. arcsen 3 X ~K3 J21. 

1/ 2 — 3x — x 2 1/17 J 1/5x2 — x — 1 


. Resp. 


2 ax 4- 5 


dx. Resp. 


4=- ln| lite- 1 + 1/20(5**-*- 1)| + C. 122. ? 

1/5 w l/ax 2 4ox-(-C 

2l/ aa: 2 4-6x4-c4-C. 123. { (x-f-3 ) d x — . ^ i- -|/4x 2 + 4x4-3-f 

J l/4x2 + 4x + 3 4 


(x — 3) dx 


Resp. 


+ t 1 „|2* + , + V4** + 4* + 3| +C. 124. ^ y __ 

-¿V3 + 66*-ll** +C . 125. $ y^= • *«*■ -/V3 + 4*-4**+ 


7 2x — 1 

arcsen — ^ f-C. 


“• S v= 


3x-(- 5 


dx. Resp. -^1/2x2 — x4* 
V x (2x — 1) 2 


23 


— ln (4x — 14-1/8 (2x 2 — x)) 4 -C. 


41/2 

II. Integración por partes: 

127. ^ xe x dx. Resp. e x (x — 1) -\-C. 128. ^ x ln x dx. Resp. x 2 ^ln x j +C. 

129. ^xsenxdx. /iesp. senx — x eos x-f-C. 130. ^ lnxdx. Resp. x (ln x- — 1)4~C\ 
131. ^arcsenxdx. Resp. x arcsen x l/l — x 2 -|-C. 132. ^ ln (1 — x) dx. 

Resp. — x— (1— x) ln (1 — x)-f-C. 133. ^ x n lnxdx. Resp. ^lnx— 

134. ^ xarctgxdx. Resp. [(x 2 4- 1) arctg x — x]4-C- 135. ^ x arcsen x dx. 

fiesp. [(2x 2 — 1) arcsen x4-x l/l — x 2 ]4-G\ 136. ^ ln(x 2 4-l)^x. Resp. 

xln(x4-l) — 2x4-2 arctg x4-C» 137. ^ arctg 1 /i dx. Resp. (x'4- 1) arctg l/x — ■ 
arcsen "]/ x 

1/5 


dx. .Resp, 2 l/x arcsen l/x 4- 2 l/l — x-j-C. 


— 1 /x + C. 138. ^ 

139. ^ arcsen ^ ^ dx. Resp. x arcsen |/ - - — l/x-j-arctg l/x-j-C. 
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140. ^ arcos 2 xdx. Resp. + 4- x sen 2x + 4- cos 2x + C. 141. C x a rcse nx ^ 
«) 4 4 8 J yi_a;2 

x y 1 x 2 arcsen » + <?• 142. ^ • 4(1 y^ )~ + 

+ arctg x ^ + C. 143. ^ x arctg yx 2 — Ida:. Resp. 


~ x 2 arctg ya; 2 — 1 y a: 2 — 1 + C. 144. 


da:. Resp. 


arcsen x + C. 145. ^ ln (x + yi + x 2 ) dx. Resp. 


ln | x + j/í-j-x 2 |~l/ l+x 2 +C. 146. ^ arcsen 


. 1 , 1 — * 

" t "2 ln FR \ 


a: da: _ arcsen a: , 

X _ r_ . i?esp. 7 + 

y(l — a: 2 ) 3 yi — x 2 


Utilizar sustituciones ' trigonométricas en los ejemplos siguientes: 
r. ^ X dx. ¿?esp. — x — ~ — arcsen -^- + (7. 148. ^ x 2 y4 — x 2 dx. 


Resp. 2 arcsen-^- — ~x~[/4 — x 2 + x 3 y 4 — x 2 + C\ 149. 


Resp. — 


yi+x 2 


+ C. 150. J 


x 2 yi+x 2 


— dx. Resp. y x 2 — a 2 — a árceos— + C. 


151. f - —ÉL - . Resp. -4- 7 1 = 4-C. 

J y(a 2 + x 2 ) 3 a2 y « 2 + x 2 ' 

Integración de las fracciones racionales: 

*“• s Rfe)- — H^l +c - ,5s - 5 (,+«)( ■ :+») (, +5 > • 

ntsp. |ln 154. $ t+^ ds. Resp. 4 + + +4x+ 

, T „ X 2 (x— 2) 5 , r, ^ x*dx B _ x 2 . n i i (a: — 1) , 

+ la (x + 2) 3 + °' 155 * J (x 2 — 1) (x+2) * ReSp ’ 2 2x+ 6 ln (x+l) 3+ 

+fla(x+2)fC. 156. I ( ,_ 1) f (x _ 2) - ¿T+1”^T + C - 

* 57 - \ R ‘*t- ¿2+ Xa! ^r L + C - 158 - l x^+iV to - 

— • ,£&+■» 5^- «»• $ (í+TOF- -ÍÍT8+ 

+ ln (—^rV-'rC. 160. \ d * , - . i?«sp. ln - _ - + C. 161. 

V x+2 ; «3 x(x a +i) ^ yx a +i 

3 

P 2x 2 — 3x — 3 , D . (x 2 — 2x + 5) 2 1 x — 1 . fto 

J (»-i) - *»-2,+ 5 ) B ‘ sp - la 7=1 -+? arc,g — + C - ,62 - 

fl dx. iíesp. ln — ~™=+4- arctg ~ — 2 arctg — — — h C. 

x* + 6x 2 +8 ^ pyx 2 + 2 6 2 y 2 y2 
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l - arctg ^+¿+<7. 164. f 


3x— 7 


1C , f d» D 1, (x+1) 2 

1M ‘j5Ñ^-* i<ev :T ln i5Lrí+i 1 yá yr r i x 3 +x 2 +4x+4 

D . x 2 + 4 1 . a; P 4dx 1 x 2 +x 1/2+1 , 

Resp. ln — r-rc« + -o- arctg — + C. 165. \ Resp. — — ln — — = +. + 

(x + l) 2 ^ 2 6 2 J x4 + l ^ yg ^.^^i 

+ 1/2 arctg +C- 166. J —*~\ dx ' Besp • -y [a? 3 + ln (x 3 — 1)] + C’. 

^ x 3 + x — 1 

r ( 4a 

J (* — 


167 

168 
169 


(x 2 + 2) 2 
(4x 2 — 8x) dx 


dx. Resp. 


1 ) 2( X 2 + 1)2 
dx 


. Resp. 


2 — x 
4 (x 2 + 2) 

3x 2 —l 


ln (x 2 + 2) 


(x — l)(x 2 +l) 


1 . X _ 

íyi tg yl +c ' 

ÍX 112 

ln v „ , 4 — 1- arctg x + C . 


x 2 + 1 
2x — 1 2x — 1 


jq , x-l 10 

x) (x 2 — x+1) 2 * eSp ■ n X 3 l/3 arCg 1/3 3 (x 2 — x+1) 


+C. 


Integración de las Junciones irracionales 170. ^ dx ' Resp ' 

4-tV"^-ln(^+l )] + C. 171. <**• *«/>• ^ - 

-é'^+ c - 172 - S te - Besp - -í75 + # +21n ^ 

-241n( r ^x + l)+C. 173. ^ 


2 + ?^ 


y^ X + y^ X + l/x + 1 


dx. Resp. — y+c 5 — 


y^x 2 +4l/x — 6 x + 6 y^x — 9 ln (y^x + l) + ~ + l) + 


+ 3 arctg {/ x + C. 174 


■ s/í 


— x dx 


1 + x x 2 


i?esp. ln 


1/ 1 — x+1/l+x 
1/ 1 — x — l/l+X 


1/1 


+ ln 


- + C. 175 
x 

l/l + X — l/l — X 


1/1 + xl/l — X 


• ^i/tt^it' 2arct «l^i+l+ 

• s iSfe ^ 14 


C. 176. 


— g-^x 3 — -l-y /r x 2 +-^- 1 y^x g J +C. 177. ^ dx. ¿íesp. 

l/3x 2 — 7x — 6 + ln ^ x — -|- + J/ x2 — g* 27 — 2^ +C. Integrales del 

tipo ^ i?(x, "l/ax 2 + óx4-c) dx: 178. ^ — . -Resp 

t) «) x "1/ x 2 — x + 3 




X ln 


l/x 2 — x + 3— -1/3 


i=ln 

1/2 


* ■ 21/3 

1/2 + x-x 2 + 1/2 . 1 


+ C. 179 


21/2 


• s 

+ C. 180. ? - 

d X 


dx 


x l/2-f-x — x 2 
dx 


1/3 
Resp. 


l/x 2 + 4x — 4 . Resp. 


: 
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-^-arcsen 181. ^ “ X dx. Resp.y x* + 2x -j- ln | x -}- 1 -{- 

+ y X *+2x\ -fC. 182. ^ - d l - _ . Resp. X ~ í - + C. 

«) ~\/ (2x — a; 2 ) 3 y 2x — a: 2 

183. ^ y 2x — x 2 dx. Resp. [(x — l)"\/2x — x 2 -J- arcsen (x — 1)] -f C. 

184 - l x _y^r f Resp \ 4- + -T V ^ = ~ i ~T lnlx + V ^ ::r ^ + c - 

185. [ i z . *,p. ln X±VT +X±* ^ +c 

eJ (1 + x) *|/l -I- X-f-X 2 2-f-X-f- l/l 4- X-f-X 2 

186. \ 37 ± 1 dx. Resp. \-C. 187. i 

«J (2x-}-x 2 ) ~]/2x4-x 2 ~l/2x-}-x 2 v x *^/ 1 — x “J— x 2 

* esp . i n J± x- 2 yi ± ;± ^_ | +c m ^ yWto 

- I+ ite ' +ln|x+2+v ^ l+c - 

Integración de los binomios diferencíales: 

3^1 13 1 2 i 

189. ^ O +p . dx. Resp. 2^1 + x 3 j 2 + C. 190. ^ x 3 ( 2 + x 3 ^ 4 dx. Resp. 

^( 2 J)Kc. 17 =+c. i«. 


Vx2-f 2x 


. -f-x-f-x 2 
- dx. Resp. 


10x 3 — 16 
15 


(1-j-x 2 ) 2 


Vl-rx 2 


+ C. 192. 


x 2 (1 -f-x 2 ) 2 


1 . iíesp. -(1+x 2 ) 2 ( 2x + ^) + C - 193 * ^ ^ {x + S) dx - Res P' 


y 2 — y/~x 


f 7 (7Vx-4) (l + y¿) 4 + C. 194.^i-4^ 


í*. W>Mj! . 

5 


195. ^ x® y/~ (l-}~x 3 ) 2 dx. flejp. 5 ^ Q 3 -(l + x 3 ) 3 . 

Integración de las funciones trigonométricas: 

196. ^ sen 3 xdx. Resp. -^-cos 3 x — cosx-f-C. 197. ^ sen 5 x dx. Resp. — cosx-f- 

-j — Ir- eos 3 x — C ° 4~ X -f C. 198. ^ eos 4 x sen 3 xdx. Resp. — i- eos 5 x4— eos 7 x~¡~C. 
o 5 d 5 7 

199. ^ sen 4 ~x Res P* esc x — ^-csc 3 x-}-C. 200. ^ eos 2 xdx. Resp. ~ — f- 

,1 o «ni C* aj d 3 sen2x sen4x ‘ 

-¡--r sen 2x + C. 201. \ sen 4 xdx. i?esp. x — 1 ^ 1 -C. 

4 0 o 4 

202. ^ cos s x dx. Resp. ^5x + 4 sen 2x — -f--|- s en4xj -\-C. 
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203. ^ sen 4 a; eos 4 a: di. Resp. j^g (3x — sen4x-f- — -g— — j + C. 204. ^ tgSxdx. 
fíesp. X -f- ln | eos x | -}- C. 205. ^ cotg 5 x dx. Resp. — cotg 4 x -}- ~ cotg 2 x -f- 
+ ln | sen x |-f C. 206. ^ cotg 3 x dx. Resp. — cot ^ — ln | sen a: ] -f- O. 

'207. ^ se 3 x dx. Resp. — — |~~4 _ tg 3 x-{-tgx-\-C. 208. ^ tg 4 x sc 4 x dx. 

fíesp. + + 209. Resp. tg x + ~ tg® x + C. 210. 


5 _ 1 

P cosa; , „ „ nJ . P sen 3 xdx 3 3 l0 3,^, 

\ s — dx. Resp. C — esex. 211. \ —x . Resp. — eos x-f-3cos x-f -C. 

j sen 2 x r J f eos 4 x 5 

212. ^ sen x sen 3 x dx. Resp. — S6 g 213. ^ eos 4x eos 7 xdx. 

D senllx sen3x P _ . , „ eos 6x eos 2x „ 

Resp. — ^2 1 6 H?. 214. \ eos 2x sen4x dx. Resp. — ^ f -C. 

„„ „ P 1 3 , „ cosx , 1 . „ P dx 


215. ^ sen ~ x eos ~ x dx. — C °^ ~ ~l~ cos x 4~ £+ 216. ^ 


4 — 5 sen x 


tg 4 - 2 


1 o O p Wr i r I 

T ln — H + C ■ 217 - S 5-3C03X • Resp - 2- arCtg 2tg T + C - 

2 tg "2 1 

218. C sen xdx 2 2t9 . f cos x i x _ 

j 1-f-senx . , . x j 1 + cosx 


‘ + ‘«-2 


x-tg ++C. 220. ^ cos«x e +sen«x ¿x - Resp ' a rc tg( 2s en a *-l) + C. 221. 

$< r+w *“'• T - f + í * f + c - 222 - 

.-i[co tg x + ^a Klg (^)] +C . 223. 

V2arctg (-fc)-x + C. 


sen 2 x-|- 
sen 2 x 


— 5 — . iíesp. 
tg 2 x 

dx. Resp. 
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CAPITULO XI 

INTEGRAL DEFINIDA 


§ 1. PLANTEO DEL PROBLEMA. SUMAS INTEGRALES 
INFERIOR Y SUPERIOR 

Un medio potente de investigación en las matemáticas, física, 
mecánica y otras ramas de la ciencia es la integral definida, uno de 
los conceptos fundamentales del análisis matemático. El cálculo 



Fig. 206 Fig. 207 


de las áreas limitadas por las curvas, de las longitudes de arcos, 
volúmenes, trabajo, velocidad, espacio, momentos de inercia, etc., 
se reduce al cálculo de una integral' definida. 

Sea y = f (x) una función continua dada sobre el segmento [a, b\ 
(figs. 206 y 207). Designemos por m y M sus valores mínimo y máxi- 
mo respectivamente en este segmento. Dividamos mediante los pun- 
tos el segmento la, ó] en n partes 

ü — Xqi X 2 , . . ., X n „i, X n — Ó, 

en este caso, 

x 0 < Xi < x 2 < . . . < x n , 

y pongamos: 

Xi — x 0 = Ax lt x 2 — Xi — Ax 2 , . . ., X n — x n -i — kx n . 

Designemos ahora los valores mínimo y máximo de la fun- 
ción / (x) 

en el segmento [x 0 , xj, por nii y M u 
en el segmento [x t , x 2 ], por m 2 y M 2 , 


en el segmento [x n - U x n 1, por y M n respectivamente. 



\ 
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Formemos las sumas: 

n 

s n =m l Ax 1 -\-m 2 A* a -}- m n Ax n = A*,, (1) 

* ¿=i 

* 

s„ = A* x + M 2 Ax ¿ + . . . + M n Ax n = 2 Mi Ax¿. (2) 

t=l 

s n se llama suma integral inferior y s„, suma integral superior . 

Si f(x)^ 0, la suma integral inferior es numéricamente igual 
al área de la «figura escalonada inscrita» AC 0 N l C l N 2 . . .C n _ l N°BA r 
limitada por una línea quebrada «inscrita! La suma integral supe- 
rior es numéricamente igual al área de la «figura escalonada cir- 



cunscrita» AK ü C i K í . . .C n C n BA, limitada por una línea 
quebrada «circunscrita». 

Analicemos algunas propiedades de las sumas integrales, supe- 
riores e inferiores. 

a) Dado que m,- ^ para cualquier í (í — 1,2, . . . , n), en virtud 
de las fórmulas (1) y (2) tenemos: 


(El signo de igualdad sólo corresponde al caso en que / (x) =const). 
b) Dado que 

^ m, m 2 ^ m, . . . , m, 

donde m es el valor mínimo de f(x) en el segmento [a, b], tenemos: 
Sn = m l Ax t + m 2 Ax 2 + . . . + m n Ax n ^ rn Ax t A ~m Ax z -f- . . . 

. . . + m Ax n = m (A^ -f- Ax z + . . . + Ax n ) = m ( b — a). 

Así: 

s n ^m(b—a) 



■i 
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c ) Dado que 

M x < M, M 2 < M, .... 

donde M es el valor máximo de / (x) en el segmento [a, ú], tenemos; 
s n = M x Ax x + M 2 Ax 2 + . . . + M n Ax n M Ax x + M Ax 2 + . . . 

Af Ax n = Ai (AXi + Ax 2 + . . . + AxJ = M (i b—a ). 

Así: 

s n M ( b — a). 

Uniendo dos desigualdades obtenidas, tenemos: 

m (b — a) ^ s n s n Ai (b — a). 

Si f(x)^0, la última desigualdad tiene una interpretación 
geométrica simple (fig. 208), puesto que los productos m(b — á) 
y M(b — a) son numéricamente iguales a las áreas respectivas del 
rectángulo «inscrito» AL X L 2 B y del «circunscrito» AL X L 2 B. 

§2. INTEGRAL DEFINIDA 

Continuemos el examen del problema del párrafo anterior. En 
cada uno de los segmentos [x 0 , xj, [x u x 2 ], . [x n _ 1 , x n ] elijamos 
un punto que designamos respectivamente po* | lf g 2 , ..., 



(fig. 209): 

^0 -^1 1 ^2» • ' • > ^« — 1 ^ ^/ i « 

En cada uno de estos puntos calculemos el valor de la función 
/ (ii). /(y, .... f(U y formemos la suma: 

s « = / (£i) Ax t + / (i 2 ) Ax 2 + ...+/ (| n ) Ax n ~ 2 f (li) AXj-, ( 1 ) 

i=l 
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y todos los A x¡ > 0, entonces, 

m¡Axi / (|f) A x t ^ Mi Axí. 

Por consiguiente, 

2 mi A xi < 2 / (h) < 2 Az* 

i = 1 i = l í = 1 

Ó _ 

£n ^ ^ ^n* (2) 

La interpretación geométrica de la última desigualdad es que, 
para / ( x ) ^ 0, la figura cuya área es igual a 's n , está limitada por 
una línea quebrada, comprendida entre las líneas quebradas «inscrita» 
y «circunscrita». 

La suma s n depende del modo de dividir el segmento [ a , b ] 
en los segmentos #,], así como de la elección de los puntos |¿ 

dentro de estos segmentos. 

Designemos por máx hr n _i, xi\ la mayor longitud de los seg- 
mentos br 0 , Xi], [xi, x 2 \, . . ., #nL Examinemos diferentes 

divisiones del segmento [a, b] en los segmentos t , x t 1 tales que 
máx £¿] — 0. 

Es evidente que, en el proceso de división, el número n de seg- 
mentos tiende al infinito. Eligiendo los valores correspondientes 
de \i , se puede formar, para cada división, la suma integral 

2/(5 i)K 

i ~ 1 

de modo que se puede hablar de la división sucesiva y la secuencia 
respectiva de las sumas integrales. Supongamos que, para una 
sucesión de divisiones eligida, cuando máx Axt -*■ 0, esta suma*) 
tiende a un límite 7. 

Si para las divisiones arbitrarias del segmento [a, b\, tales que 
máx Ax ¿ 0, y la elección cualquiera de los puntos £¿, la suma 

n 

2 f (íi) Axi tiende a un mismo límite 7, se dice que la función / (x), 

i=i 

que es un integrando, es integrable en el segmento [<z, b\\ el límite 7 
se llama integral definida de la función / (;r) en el segmento [ a , b\ 

b 

y se designa por: \f {x) dx. Entonces podemos escribir: 

a 

lím 2 / (Si) = 5 / (x) dx. 

máx A x¡ 0 i = 1 a 

* En el caso dado, la suma es una magnitud variable ordenada. 


/ 




4J2 Integral definida 


Los números a y b se llaman, respectivamente, límite inferior 
y superior de la integral. El segmento [ a , 6] se llama segmento de 
integración, , la letra x, variable de integración. 

Notemos sin demostración que si la función y — f (x) es continua 
en el segmento [a, b\, es integrable en el mismo segmento. 

Si para cierta sucesión de las divisiones, tales que máx &x t 0 
estudiamos la secuencia de las sumas integrales inferiores y las 
§r sumas integrales superiores s n para una función continua / (a:), es 

i evidente que estas sumas tenderán a un mismo límite I, es decir, 

a la integral definida de la función f (x): 

?V • • ‘ n b 

í * ? lím 2 m i & x i= S / ( x ) dx, 

máx Aícj -*-'0 i = 1 a 

i n b 

lím 2 Mi A x t = l f {x) dx. 

máx A.r i -*■ 0 i = i a 

Entre las funciones discontinuas hay funciones integrables y no 
i-, integrables. 

í. Si Construimos la gráfica del integrando y = f (x) entonces, en 

el caso de / (^) ^ .0, la integral 

b 

lf{x)dx 

\ ■ a - • 

será numéricamente igual al área de así llamado trapecio curvilíneo 
formado por la curva y = / (a:), las rectas x — a, x = by el eje 
Ox (fig. 210). 





Por consiguiente, el área Q de un trapecio curvilíneo comprendida 
entre la curva y = f (x), las rectas x — a, x = b y el eje Ox se cal- 
cula mediante la integral 

Q=¡f(x)dx. (3) 

a 

Observación 1. Notemos que la integral definida depende sólo 
de la forma de la función / (a:) y de los límites de integración, pero 
no depende de la variable de integración. Esta última puede desig- 
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narse por cualquiera letra. Por eso se puede, sin cambiar el valor 
de la integral definida sustituir la letra x por cualquiera otra. 

J / (x) dx = j7 (t) dt = ... = J7 (z) dz. 

a a a 

b 

Al introducir el concepto de la integral definida j / (x) dx 

a 

hemos supuesto que a < b. Si b <C a, según la definición tenemos: 


Así, por ejemplo, 


¡f(x)dx= — ¡f (x) dx . 


| x 2 dx — — l x 2 dx. 


Finalmente, si a = b, según la definición, para toda función / (x) 
tenemos: 

¡f(x)dx = 0. (5) 

a 

Esto es natural también desde el punto de vista geométrico. 
En efecto, la longitud de la base del trapecio curvilíneo es cero, 
por tanto, su área también es igual a cero. 


Ejemplo 1. Hallar la integral ^ kx dx ( b > a). 


Solución. Desde el punto de vista geométrico el problema se reduce al cál- 
culo del área Q de un trapecio, comprendida entre las líneas y — kx, x = a, 
,-x = b, y = 0 (fig. 211). 



Fig. 211 

La función y = kx, que se halla bajo el signo de integral, es continua. 
Por consiguiente, para calcular la integral definida se puede, como hemos indi- 
cado más arriba, dividir arbitrariamente el segmento fa, ¿>] y elegir cuales- 
quiera puntos intermedios El resultado del cálculo de la integral definida 
no depende del método de formación de la suma integral; siendo que el paso 
de la división tienda al cero. 


28—601 
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Dividamos el segmento [a, 6] en n partes iguales. La longitud Ax de cada 
segmento parcial es igual a: 

Ax — — . Este número se llama «paso» de la división. Las coorde- 

nadas de los puntos de división son: 

a — xq, x\ = a-{- Ax, 

x 2 = a + 2Ax, . .., x n = aA-nAx. 

Gomo puntos tomemos los extremos izquierdos de cada segmento: 

li «=»«, Í 2 = a + Ar, £ 3 = a + 2Ax, ..., l n = a-\-(n — 1) Ax. 
Formemos la suma integral (1). Siendo /(ii) = &|¿, tenemos: 
%=k£iAx-j-fc£ 2 Ax .-\-k£, n Ax — kaAx-{- [A: (a -f- Ax)] Ax-f . . . -f 

-\-{k [a-f-(rc — 1) Ax]} A x = k {a + (a-f- A'x)-f- (a +2Ax)-}- . . . + 

-|— [a (/z — 1) Ax]} Ax = k {na-\- [Ax-}-2Ax-}- . . . -{-(n — 1) Ax]} Ax = 

= * {»a-Hl+.2 + ...+(n — í)] Ax} Ax, 
donde Ax = — . Teniendo en cuenta que 


. Teniendo en cuenta que 
1 + 2 -f- ( w — 1) — 


n ( n — 1) 


(como suma de una progresión aritmética), tenemos: 

r n(n — 1) b — a~\ b — a [" n — 1 b — a ~ I 

s n = k [m.+ 5 — J — j- = * L a +— ñ 2 J (i, ~ a) 

Puesto que: 


,, n — 1 . 

lim — 1, 

n—^nci TI 


entonces: 


lím s n = Q = k j^a -f- ^ — J ( b — a) = i 


62_ a 2 


kx dx = k 


b 2 — a 2 


Es fácil calcular el área ABba (fig. 211), usando los métodos de la geome- 
tría elemental. El resultado será el mismo. 

b 


Ejemplo 2. Calcular ^ x 2 dx. 


Solución. La integral dada es igual al área Q del trapecio curvilíneo limi- 
tado por la parábola y — x 2 , la ordenada x = b y la recta y — 0 (fig. 212). 
Dividamos el segmento [a, fc] en n partes iguales por medio de los puntos: 

Xq — 0, Xi = Ax, x 2 — 2Ax, x n = 0 — nAx, 

. Ax — — . 
n 

Como los puntos £i tomemos los extremos derechos de cada segmento. 


/ 
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Formemos la suma integral 
s n — x\kx-\-x\kx-\- . . . + a;2 Ax = 

= [(Ax)2 A* + (2Ax)2 A* + . . . + (nAz) 2 Ax] = (Az) 3 [12 + 2*+ . . . + n*J . 
Como es sabido: 

1 . +2 .+3«+...+»>==Í2±i^±íi, 

por esto: 

¿3 »(» + !) (2n+l) 6 3 ( A , M 

n «3 6 6 n J ’ 

b 

r C* 

lím s n ~Q=i\ x 2 dx — . 

n-voo e) o 



Ejemplo 3. Calcular ^ mdx (m ~const). 

a 

Solución 

n n 

\ mdx s lím \ mAx¡= lím m V, Ax¿ — 

«) máx AjCí-+0 ' ¿_i máx Ax { -»0 

1 i=l 

n 

~m lím /, A xi = m (b — a). 

rr» 4 v A v A 


1=1 


máx Ajc.-vO 

1 i=í 


n 

Aquí, 2 Axj ? es la suma de las longitudes de los segmentos parciales 
i=l 

que componen el segmento [a, ¿+ 

Cualquiera que sea el modo de la división, esta suma es igual a la lon- 
gitud del segmento b — a. 


28 * 
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Ejemplo 4. Calcular ^ e x dx. 


Solución. Dividamos de nuevo el segmento [a, 6] en n partes iguales: 

b — a 

x 0 — a, a: 1 = a-{-Aa:, . . x n = a~\-nAx) Ax — — — — . 

Como puntos | tomemos los extremos izquierdos. Formemos la suma integral 

ó 1 * = e a Ax -f e a + Ax Aí + . . . + e a +< n ~ 1)A3C Aa: = 

+ , . _|_ tf (n-l>A*) Ax. 

La expresión comprendida entre paréntesis es una progresión geométrica cuya 
razón es e Ax , y el primer término igual a 1; por esto: 


S n = e a — K Ax = e* (e n Ax — 1) 

e Ax —í 


e A *-l 


Luego tenemos: 


nAx — b — a: lím — - = 1. 

Ax-*0 e Ax — 1 


Según la regla de 1’ Hospital 


lím — = lím~ = l. 

0 e z ~l 2 —o e z 


Así, lím S n = Q = e a (e b ~ a — 1) - 1 == — e a , es decir: \ e x dx — e b — e a . 

n—voo e) 

a 

Observación 2. Los ejemplos examinados muestran que el 
cálculo directo de las integrales definidas como límites de sumas 
integrales presenta grandes dificultades. Incluso, en los casos en que 
los integrandos son muy simples ( kx , x 2 y e x ), este método requiere 
cálculos laboriosos. El cálculo de las integrales definidas de las 
funciones complicadas es aún más difícil. Es natural que surge el 
problema de encontrar un método cómodo para el cálculo de las 
integrales definidas. Este método, descubierto por Newton y Leib- 
niz, utiliza la relación lógica que existe entre la integración y la 
derivación. 

Los párrafos ulteriores del presente capítulo se dedican a la 
exposición y argumentación del método mencionado. 


/ 


} *• ? '• • : *' % ^ t y - . . 


Propiedades fundamentales de la integral definida 


437 


§ 3. PROPIEDADES FUNDAMENTALES 
DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

Propiedad 1. El factor constante se puede sacar fuera del signo 
de la integral definida: si A — const, 

J Af(x) dx = A $ f(x)dx (1) 

a a 

Demostración. 

b n 

¡ Af(x)dx = lím ^ ¡ Af(l i )Ax i = 

a máx Ax -*■ 0 i — 1 

= A lím 2 / (g t ) Ax, = X 1 / (a) Ác. 

máx Ax -*■ 0 i = 1 a 

Propiedad 2. La integral definida de la suma algebraica de varias 
funciones es igual a la suma algebraica de las integrales de los sumandos. 
Por ejemplo, en el caso de dos sumandos: 

$ [fi (x) + fz (*)] dx = l fi (x) dx + J / 2 (x) dx. (2) 

a a a 

Demostración. 

. b n 

S [/i (x) + fz (*)] dx = Jim 2 [/i (li) 4- h (£¿)] &Xi = 

a máx Ax -*■ 0 i = i 


= lím [ 2 ti (SO A *1 + 2 k (SO AxJ = 

máx Ax -*■ 0 i =;. i — i 

= lím 2 Ldi) &Xi + 

máx Ax -*■ 0 i = 1 

n 

-j~ lím 2 fzd¡) ^ X i = 
máx Ax -> 0 i = 1 

b b 

— i fí (x) dx + J f 2 (x) dx. 

a a 

La demostración es válida para cualquier número de sumandos. 
Las propiedades 1 y 2 demostradas para el caso en que a <i b , 
son válidas también para el caso en que a ^ b. 

Sin embargo, la propiedad siguiente es válida sólo cuando a <C b. 
Propiedad 3. Si en el segmento [ a , ó], donde a <C b-, las funciones 
f ( x ) y <p ( x ) satisfacen a la condición f (x) cp ( x ), entonces : 


S f(x)dx <; $ q(x)dx. 


(3) 


\ 
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Demostración. Examinemos la diferencia 

b b b 

J <t(x)dx— J f(x)dx — $ [<p (x) —f(x)]dx = 


= .i™' _2 [<p(Si)-/(ii)JAx,. 


max Ax -*■ 0 i — 1 


Aquí, cada diferencia (p (|¿) — f (£¡) 0, Ax t ^-0. Por consiguiente, 

cada sumando de la suma no es negativo, igual que no es negativa 
toda la suma ni su límite, es decir, 

b 

5 [<P ( x ) ~ f (*)] dx > 0 


\ cp (a:) dx — ] f (x) dx ^ 0, 

a a 

de donde se deduce la desigualdad (3). 

Si / (x) > 0 y <p (x) > 0, la figura 213 da una ilustración geo- 
métrica de esta propiedad. Puesto que cp (x) f (x ), el área del 
trapecio curvilíneo no es mayor que el área del trapecio 

curvilíneo aA 2 B 2 b. 



Fig. 213 

Propiedad 4. Si m y M son los valores mínimo y máximo respec- 
tivamente de la función f (x) en el segmento {a, 6] y a ^ b, entonces : 

b 

m(b — a) l f (x) dx ^ M (b — a). (4) 

a 

Demostración. Según la hipótesis, 

m f (x) M. 

En virtud de la propiedad (3), tenemos: 


l mdx<^ J / (z) cfa; ^ $ M dx. 
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Pero 


b 

J mdx=m(b — a), 

a 


b 

J Mdx = M(b — a) 


a 


(véase el ejemplo 3, § 2, cap. XI). Sustituyendo estas expresiones 
en la desigualdad (4') obtenemos la desigualdad (4). 



Guando / ( x ) ^ 0, la propiedad 4 se ilustra geométricamente 
en la fig. 214: el área del trapecio curvilíneo aABb está comprendida 
entre las áreas de los rectángulos aAiBib y aA 2 B 2 b. 


Propiedad 5. (Teorema de la media) 

Si la función f (x) es continua en el segmento [a, 6], existe en este 
segmento un punto £ tal que se verifique la igualdad siguiente: 

¡f(x)dx = (b-a)f( |). (5) 

a 

Demostración. Para precisar supongamos que a < b. Si m y M 
son valores mínimo y máximo, respectivamente, de la / (.r) en el 
segmento [a, fe], en virtud de la fórmula (4) tenemos: 

b 

m < — - — l / (x) dx M. 
b — a J 

a 

De aquí: 

b 

i r 

I / (;r) dx — p, donde m p ^ M. 

fe — a J 

a 

Puesto que f (#) es continua, esta función toma todos los valores 
intermedios comprendidos entre m y M. Por tanto, para cierto 
valor l (a fe) será p = f (£), es decir, 

S / (x) dx = / (£) (fe — a). 
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Propiedad 6. Para tres números arbitrarios a , b, c se verifica 
la igualdad,'. 

¡f(x)dx=¡f(x)dx + ¡ f (x) dx, (6) 

a a c 

siempre que estas tres integrales existen. 

Demostración. Supongamos al principio que a <C c <C b, y for- 
memos la suma integral para la función / (x) en el segmento [a, b\. 



Puesto que el límite de la suma integral no depende del modo 
de dividir el segmento [a, b] en partes, lo dividimos en segmentos 
pequeños de tal manera que c sea el punto de división. Descompon- 

fe 

gamos luego la suma integral 2 correspondiente aUsegmento [a, b\ 

a 

c 

en dos sumas: una 2* que corresponde al segmento [a, c] y la otra 

a 

b 

2 que es correspondiente al segmento [c, b\. 

C 

Entonces: 


2 / <y Ax, = 2 f <y + 2 / (y Ax„ 

a a c 

. Tomando límites (en la última ecuación) para máx Ax> — ► 0 obtene- 
mos la correlación (6). 

Si a < b <C c, en virtud de lo demostrado podemos escribir: 

c b c 

j f(x)dx=¡f (x) dx \ f (x) dx 

a a b 


b 


c 


¡ f (x) dx — l f (x) dx — l f (x) dx, 

a a b 


Ó 
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Pero, de acuerdo con la fórmula (4), § 2 tenemos: 



c b 

¡f(x)dx=— J f{x)dx~' 

Por esto: 

0 C 

b c b 

J / (x) dx = J / (x) dx+lf (x) dx. 

a a c 


De modo análogo se demuestra la propiedad 6 para cualquiera 
otra disposición de los puntos a, b y c. 

La figura 215 ilustra geométricamente la propiedad 6 para el 
caso en que / (x) > 0, y a < c < 6: el área del trapecio aABb es 
igual a la suma de las áreas de los trapecios aACc y cCBb. 

§ 4. CALCULO DE LA INTEGRAL DEFINIDA. 

FORMULA DE NEWTON-LEIBNIZ 

Supongamos que en la integral definida 

b 

¡f(x)dx 

a 

el límite inferior a está fijado, mientras que el superior b varía. 
Es evidente que variará también el valor de la integral, es decir, 
la integral será una función de su límite superior. ^ 



Para utilizar las designaciones habituales, designemos el límite 
superior por x y para evitar toda confusión designemos la variable 
de integración por t (el valor de la integral no depende de la desig- 
nación de la variable de integración). Obtenemos la integral 

X 

i f ( t ) dt. Siendo a constante, la integral será una función de su 

a 

límite superior x. Designemos esta función por Ó (x): (*) 

(*) = S / ( t ) dt. 

a 


( 1 ) 
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Si / ( t ) es una función no negativa, el valor de O ( x ) será numé- 
ricamente igual al área del trapecio curvilíneo aAXx (fig. 216). 
Evidentemente, este área varía en función del cambio de x. Hallemos 
la derivada de ® (x) respecto a x, es decir, la derivada de la integral 
definida (1) respecto a su límite superior. 

X 

Teorema 1. Si f (x) es una función continua y O (x) = \ f (t) dt , 

a 

se verifica la igualdad 

®' (x) =f(x). 

En otras palabras, la derivada de una integral definida respecto 
a su limite superior es igual al integrando en el que la variable de 
integración está sustituida por el valor del límite superior (a condi- 
ción de que el integrando sea continuo). 

Demostración. Demos al argumento x un incremento arbitrario 
Ax , positivo o negativo; entonces, tomando en consideración la 
propiedad 6 de la integral definida, obtenemos. 

*+A* * x+Ax 

(D (x + Ax) — 5 f{t)dt~\f (t) dt + 5 / (t) át. 


El incremento de la función O (x) es igual a 

x x+Ax x 

A® = O (x + Ax) — CD (x) = l f ( t ) dt - J- $ / (t) dt — \f ( t ) di t 


es decir, 


x+Ax 

A0>= $ f(t)dt. 


Apliquemos a esta integral el teorema de la media (propiedad 
5 de la integral definida): 

A® = / (l) (x + Ax — x) = / (£) Aa:, 

donde | se halla comprendido entre x y x + Ax. 

Hallemos la razón del incremento de la función al incremento 
del argumento: 

A® f(l) Ax 

a7 = ~A:T~ = / ®- 


Por tanto, 


®'(a;)= lím lím /(£). 

Ax -*■ 0 Ax Ax 0 


443 


Cálculo de la integral definida. Fórmula de Newton-Leibniz 

Pero, puesto que | x cuando Ax -*■ 0, entonces: 

lím / (£) = lím / (£) 

Ax -»■ 0 5 x 

y, como la función / ( x ) es continua: 

lím ni) = f{x). 

£ —■ ► X 

Así pues, <t>' (x) —,f (x). El teorema está demostrado. El teorema 
dado se ilustra geométricamente de manera muy simple (fig. 216): 
el incremento A<X> — / (£) Ax es igual al área del trapecio curvilíneo 
de base Ax; y la derivada O' {x) —f (x) es igual a la longitud del 
segmento xX. 

Observación. Del teorema demostrado se deduce, en particular, 
que cada función continua tiene una función primitiva. En efecto, 
si la función / (t) es continua en el segmento [a, x] entonces, según 

X 

lo indicado en el § 2, cap. XI, existe la integral definida f / (t) dt , 

a 

es decir, existe la función 

0(x)=¡f(t)dt, 

a 

que es, en virtud de lo demostrado, la función primitiva de / ( x ). 

Teorema 2. Si F (x) es una función primitiva de la función con- 
tinua f (x), la fórmula 

b 

§ f(x)dx=F(b)-F{a ) 

a 

es válida. 

Esta fórmula se llama fórmula de Newton-Leibniz *). 
Demostración. Sea F (x) una función primitiva de / (x). Según 
el teorema (1), la función ¡ / (í) dt es también primitiva de / (x). 

a 

Pero dos primitivas arbitrarias de la función dada se diferencian 
por un sumando constante C* 

Por tanto, se puede escribir: 

X 

§ / (t) dt = F (x) -f C*. (3) 

a 

*) Notemos que tal denominación de la formula (2) es convencional, puesto 
que ni Newton ni Leibniz dieron exactamente esta fórmula. Pero lo impor- 
tante es que precisamente ellos establecieron por primera vez la relación entre 
la integración y la derivación, que permitió enunciar una regla de cálculo de 
las integrales definidas. 
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Con la elección correspondiente de C* , esta igualdad es válida 
para todos los valores de x, o sea, es una identidad. Para determinar 
la constante C* hagamos x = a; entonces: 

. \f(t)dt = F(a) + C\ 

a 

0 =F(a)-hC*, 

de donde: 

C* = ~F (a). 

Por consiguiente, 

\j{t)dt = F(x)-F(a). 

a 

Haciendo x — b, obtenemos la fórmula de Newton — Leibniz: 
\f(t)dt = F(b) — F (o) 


o, al sustituir la variable de integración por x: 


b 


¡f(x)dx=F(b)~F(a). 


Notemos que la diferencia F (b) — F (a) no depende de la elec- 
ción de la función primitiva F, puesto que todas las primitivas se 
diferencian en una magnitud constante, la que desaparece durante 
la sustracción. 

Si introducimos la designación*). 


F(b)-F(a) = F(x) |* 
se puede escribir la fórmula (2) en la forma: 

\f(x)d X = F(x)\” a =F(b)-F(a). 

a 


*) La expresión 


se llama símbolo de la sustitución doble. En loá manua- 


les de matemáticas se utilizan dos formas equivalentes de notación: 

F{b)-F (a) = 


En adelante utilizaremos ambas formas de notación. 


Sustitución de variable en una integral definida 
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La fórmula de Newton-Leibniz propone un método muy práctico 
para el cálculo de integrales definidas cuando se conoce la función 
primitiva del integrando. Exactamente, el descubrimiento de esta 
fórmula le dio a la integral definida la importancia que ésta tiene 
hoy día en las matemáticas. 

Aunque las operaciones análogas al cálculo de la integral definida 
como límite de una suma integral, fueron conocidas incluso en la 
antigüedad (Arquímedes), las aplicaciones de este método se limi- 
taban sólo a los casos más simples, cuando el límite de la suma inte- 
gral podía ser calculado directamente. , 

La fórmula de Newton-Leibniz amplió considerablemente el 
campo de aplicación de la integral definida, puesto que los mate- 
máticos obtuvieron un método general que permite solucionar 
diferentes problemas particulares. Esta fórmula amplió también 
la esfera de las aplicaciones de la integral definida en la técnica, 
mecánica, astronomía, etc. 


Ejemplo 1. 


Ejemplo 2. 


Ejemplo 3. 


Ejemplo 4. 

Ejemplo 5. 


Ejemplo 6. 


i 

a 

l l2<te=i r 

a 

b 

^ x n d 


b ¿2 — a 2 


b ¿>3 — a 3 


n-j-í 


b b n+ i — a n+ 1 

a n -{— 1 


(n 1). 


e x dx = e x 


„b 0 a 


2n 


sen x dx = — eos x 


2jt 


= — (eos 2n— eos 0) =0. 


x dx = 1 = 1/2 — 1. 


§ 5. SUSTITUCION DE VARIABLE EN UNA INTEGRAL DEFINIDA 
Teorema. Supongamos que está dada la integral 

b 

S / (¿r) dx, 

a 

donde la función f ( x ) es continua en el segmento [ a , b ]. 
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Introduzcamos una nueva variable t, por la fórmula: 

x — 9 (O* 

Si 

1) <p (a) = a y (p (P) = b , 

2) <P (/) y <p' (£) continuas en el segmento [a, p], 

3) / [cp ( t ) está definida y es continua en el segmento [a, [3], entonces: 

b P 

S f(x)dx=¡f [<p (2)] q/ (t) dt. (1) 

a a 

Demostración. Si F (x) es función primitiva de / (#), podemos 
escribir las siguientes igualdades: 

\f(x)d.x = F(x) + C, (2) 

S / tq> (í)I <p' ( t ) dt = F [<p (í)] + C. (3) 

La validez de la última igualdad se comprueba mediante la 
derivación de ambos miembros respecto a t (esta igualdad también 
se deduce de la fórmula (2) §4, cap. X). De la igualdad (2) tenemos: 

S/(;c) ¡ fa=í(x)|‘ = ;?(6)-/>). 

a 

De la igualdad (3): 

S / [<P »] <p' (t) dt = F[q> (<)] & = F [<p (p)] - F [cp (a)] ^ F (b) - F (a). 

a 

Los segundos miembros de las últimas expresiones son iguales, 
por tanto son iguales los primeros. 

Observación. Notemos que al calcular la integral definida por 
la fórmula (1), no regresamos a la variable original. Si calculamos 



la segunda integral definida de la igualdad (1), obtenemos un cierto 
número, la primera integral es igual a este número, es decir, los 
valores numéricos de dos integrales de la igualdad (1) son iguales. 
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Ejemplo. Calcular la integral 


1 * 


r 2 — x a dx. 


Solución. Efectuemos la sustitución de variable: 

x — r sen í, dx = r eos t dt. 

Determinemos los nuevos límites: 

2=0 para t = 0 

x = r para í . 


Por consiguiente, 

n n 

r 2 2 

^ "j/r 2 — x 2 dx=^ ~]/r 2 — r 2 sen 2 t r eos t dt — r 2 ^ 1 — sen 2 t eos t dt = 


= r^cos*íd< = r^ (i- + i-cos2<)áí = r2[i + ^i] 0 2 =-^- 


Desde el punto de vista geométrico, la integral calculada es el área de una cuarta 
parte del círculo limitado por una circunferencia x 2 y 2 = r 2 (fig. 217). 

§ 6. INTEGRACION POR PARTES 

Supongamos que u y v son funciones derivables de x. Entonces: 
( uv )' = u'v + uv'. 

Integrando ambos miembros de la identidad entre los límites 
a y b, obtenemos: 

b b b 

l (uv) dx = l u v dx -J- l uv dx . (1) 

o a a 

b 

Puesto que $ ( u V Y dx — uv - j- C, entonces: J (uv)' dx = uv\ b a \ 

a 

por esto la igualdad (1) puede ser escrita en la forma: 

b b 

uv\a= [vdu - f \ udv 

a a 

b ’ b 

o, en definitiva: J u dv = uv |a~ \vdu. 
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Ejemplo. Calcular la integral 

n 

2 

I n ~ ^ sen n xdx. 


I n — ^ sen” x dx = ^ sen n_i x sen xdx= — ^ s en n ^ x ji eos x — 

0 0 0 u dv 

n 

n 2 

= — sen"” 1 x eos x I -f- (n — 1) ^ sen 11-2 x eos x eos x dx = 

o 

n n 

2 2 

= (n — 1) ^ sen n ~ 2 x eos 2 x dx—{n — 1) ^ sen n-2 z (1 — sen 2 x) dx- 


= (n — 1) ^ sen n ~ 2 x dx — ( n — 1) ^ sen n xdz. 


En las designaciones elegidas se puede escribir la última igualdad en la 
forma: 


de donde 


I n — (n — 1) In~2 — ( n — 1) ¡v 


T " T 

*n 1 n- 2* 


(2) 


Usando el mismo procedimiento, encontramos: 

n~~ 3 


In - 2 


n — 2 


I n-i 


por esto: 


T n — 1 n — 3 T 

l n — —X~ ~ o * n- 4* 

n n — ¿ 


Continuando de la misma manera llegamos a obtener / 0 ó ^ según sea par 
o impar el número n. 

Examinemos dos casos: 

1) n es par, n — 2m : 

T 2 m — 1 2m — 3 3 1 r 

■* 2 o ' o o ' ■ • /. " o ^ O 1 


2rn 2 m — 2 " * * 4 2 


2) n es impar, n~2m-\- 1: 


r 2m 2m — 2 4 .2 r 

Í2m+i= " 2 m + r 2 /n— ! ■*' IT' 3 
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pero, puesto que 

n n it 

2 2 2 

Iq = ^ seno xdx=^ dx = -^~ , 7^ = ^ sen x dx — í. 


entonces: 


I 2m = ^ sen 2m x dx ■■ 
0 


2 m — 1 2m — 3 


5 3 1 ji 


2m 2m — 2 '*'6 4 2 2 ’ 


[ 2m+l 


-s 


sen 2m+i x dx — 


2 m 2 m — 2 


6 4 2 


2m — )— 1 2m — 1 " 7 5 3 * 


De estas fórmulas se deduce la fórmula de Wallis que expresa el número 

Jt 

— - en forma de producto infinito. 

En efecto, de las últimas dos igualdades, dividiéndolas término a término; 
encontramos; 

2-4-6 ... 2 m \2 i l 2m 


— = ¡— 

2 U- 

Demostremos ahora que 


5 ... (2 m 


2 m \ '■ 


2m-|-l 1 2m+\. 


(3) 


lím — 2 -?— = i . 


m-Yoo 1 2m+i 


Para todo x del intervalo ^0, se verifican las desigualdades 
sen 2m-i x sen 2m x > sen 2m+1 x. 

JC 

Integrando desde 0 hasta , obtenemos: 


de donde: 


^2m-l ^ 1 2m ^ ^2m+l» 


l2m ~ 1 1. 


¡2m+\ ' ^2m+l 
De la igualdad (2) se deduce: 

1 2m-l 2m. + 1 

•^2m+l 

Por tanto, 

lím Í2m ~ l = lím 2m + 1 ==i . 

m-yoo Izm+l m-yo o 2m 

De la desigualdad (4) obtenemos: 

lím — 2L_ — i. 

■*2711 + 1 


(4) 


29—601 
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Pasando al límite en la fórmula (3), obtenemos la fórmula de Wallis : 

"-Un, 2-4-6 ...2m Y 1 1 . 

2 m— >-oo L V 3*5... (2 m — 1) ) 

Se puede escribir esta fórmula en la forma: 

ti / 2 2 4 4 6 2 m — 2 2 m 2 m \ 

2 m-Kfc \ 1 3 3 5 5 " " 2m — 1 2 m — 1 2m-\-\) 


§ 7. INTEGRALES IMPROPIAS 

1. Integrales con límites infinitos. Sea f {x) una función definida 
y continua para -todos los valores de x tales que a x <c +°°. 
Examinemos la integral 

/ (b) = J / (x) dx. 

a 

Esta integral tiene significado, para cualquier b >• a. Guando b 
varía, la integral varía también, por esto la integral es una función 



continua de b (véase § 4). Examinemos cómo varía la integral cuando 
b — *■ +oo (fig. 218). 

Definición. Si existe el límite finito 

b 

lím l f (x) dx s 

6 -*■ + oo a 

este límite se llama integral impropia de la función / ( x ) en el inter- 
valo [a, -f - oo] y se designa por: 


+oo 

S f(x)dx. 


a 


Por tanto, según la definición tenemos: 

+ oo b 

$ / (x) dx— lím l f (x) dx e 

a b *f oo a 

En este caso suele decirse que la integral impropia 


J 


a 


f (x) dx 
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b 

existe o converge. Si la integral j / ( x ) dx , para b — >■ + oó, no tiene 

a 

+°° 

límite definito, se dice que l / ( x ) dx no existe o diverge.' 

a 

Es fácil definir el significado geométrico de la integral impropia 

b 

para / (x) ^ 0: si la integral j / (x) dx representa el área de un 

a 




dominio limitado por la curva y — f (x), el eje de las abscisas y las 
ordenadas x = a, x = b, es natural considerar que la integral 

-}-oo 

impropia $ f (x) dx expresa el área de un dominio ilimitado (infinito), 

a 

comprendido entre las líneas y = f (x), x — a y el eje-de abscisas. 

De modo análogo se determinan las integrales impropias en 
otros intervalos infinitos: 


a a 

l f (x) dx — lím J / (x) dx, 

— oo a -*• — 00 a 

-(-oo c -(-oo 

^ f(x)dx— ^ f(x)dx-\- ^ f(x)dx. 

— oo — oo c 

La última igualdad, se comprende así: si existe cada una de las 
integrales impropias del segundo miembro, entonces existe (con- 
verge), según la definición, la integral del primer miembro. 


dx 

Ejemplo í. Calcular la integral ^ (véase figs. 219 y 220). 

0 

Solución. Según la definición de integral impropia hallamos: 

+oo b 


dx 


1 + x 2 


= iím ^ 


dx 


.= lím arctgx 

b->-f-oo t) 1 -J- X 2 b— y-f-oo 

0 


lím arctg & = -»- 

b-y+oo 2 


La integral estudiada representa el área de un trapecio curvilíneo infi- 
nito. El área está rayada en la figura 220. 


29 * 
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Ejemplo 2. Hallar los valores de a (fig. 221), para los cuales la inte- 
+°° - 



Fig. 221 




i 
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La segunda integral es igual a — (véase el ejemplo 1). Calculemos la pri- 
mera integral: 


o 


P dx 


— oo 


= lím 

a-»— oo 


s 


dx 

1-j-x 2 


lím 
a— v— oo 


arctg x 



lím (arctg 0 — arctg a) = . 

a— *•— oo ¿i 


Por consiguiente* 


5 


dx _ jt 

T+^“T 


JX 

Y 


n. 


En muchos casos es suficiente establecer si la integral dada con- 
verge o diverge, y determinar su valor. En tales circunstancias pue- 
den ser útiles dos teoremas siguientes, que citamos aquí sin demos- 
tración. Demos, algunos ejemplos de su aplicación. 


Teorema 1. Si para todos x (x á) se verifica la desigualdad 

0 < / (*) < <P (z), 

-j-oo +oo 

siendo l <p (#) dx, convergente , entonces $ / (x) dx también es con - 

a a 

vergente y 

+ oo +00 

5 / ( 2 ) dx < S <p (x) dx . 

a a 

Ejemplo 4. Analizar la convergencia de la integral 

+00 

P dx 

d * a (l + e*) * 

1 


Solución. Notemos que para 1 << x 


Luego, 


por tanto. 


1 

x*(l + e x ) 



+00 



1 


1 +°° 
x 1 


l 


dx 

**(! + «*) 


converge y su valor es inferior a la 1. 


1 * 
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Teorema 2. Si para todos x (x ^ a) se verifica la desigualdad 

oo ~{-oo 

0 (p (x) / (a:), siendo f <p (x) dx divergente , entonces \ f (x) dx 

a a 

también es divergente. 

Ejemplo 5. Analizar la convergencia de la integral 

-4-oo 


v ~\/ X 3 


Notemos que 
Pero, 


x-j-í x ^ 1 

V^3 ^ Yx 3 = Yx * 


p dx b 

\ —jzr— lím 2Y x . = + c °. 
1/ X h— v-f-oo * 


J Vx ,47- U 
Por tanto, la integral dada es divergente. 

En los dos últimos teoremas estudiamos las integrales impropias 
de las funciones no negativas. Para el caso de una función / (x) que 
cambia de signo en un intervalo infinito, tenemos el teorema siguiente. 

-f-oo -f-oo 

Teorema 3. Si la integral ] | f (x) \dx converge, entonces $ f(x)dx 

a a 

también converge. En este caso la última integral se llama absoluta- 
mente convergente. 

Ejemplo 6. Analizar la convergencia de la integral 

+oo 


Solución. Aquí el integrando es una función de signo variable. Note- 
mos que 

I sena: I . I 1 I 
x 3 I'" a: 3 " 


dx 

1 - 

X 3 

2a; 1 2 


p I SQIX X 

Por tanto, la integral \ g — dx es convergente, de lo que se deduce 

1 

que es convergente también la integral dada. 

2. Integral de una función discontinua. Sea / (a:) una función 
definida y continua para a x < c. Pero en el punto x — c la 
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función, o bien, no está definida, o bien es discontinua. En este 

C 

caso no se puede definir la integral $ / (x) dx como límite de sumas 


integrales, puesto que la función / ( x ) no es continua en el segmento 
[a, c] y este límite puede no existir. 


La integral $ / (x) dx de la función / (x), discontinua en el 

a 

punto c, se determina del modo siguiente: 

e b , 


l / (x) dx — lím Ü / (x) dx. 

a b -*■ c — 0 o 


Esta integral se llama integral impropia convergente si existe el 
límite del segundo miembro de la igualdad y se llama divergente 
en el caso contrario. 

Si la función / (x) es discontinua en el extremo - izquierdo del 
segmento [a, c] (es decir, cuando x = a), entonces, según la defi- 
nición: 

c c 

l f(x)dx— lím J / (x) dx. 


b -* a + 0 b 


Si la función / (x) es discontinua en un punto x = x 0 , dentro del 
segmento [a, el, entonces: 


J / (x) dx= J / (x) dx -f J / (x) dx. 


x 0 


■si existen ambas integrales impropias del segundo miembro. 

i 

p dx 

Ejemplo 7. Calcular \ — . 

d Vi — x 


Solución. 


=3 lím \ — ~~ — == — lím 2 t/i __ x 
«3 "|/l — x b-^i— o v ”|/ 1 — x b-+l— 0 


dx 


- lím 2[Vl-6-H = 2. 


Ejemplo 8. Calcular la integral ^ 


dx 

x 2 


Solución. Como dentro del segmento de integración existe un punto 
x = 0, en el que el integrando es discontinuo, la integral debe ser repre- 
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sentada como la suma de dos términos: 

i 8! 


\ -í-— lím \ -Sr+ lím \ 

e ) * 8 i —> — 0 e ) * 82— *-+0 e ) 


81 — > 

— 1 -1 
Calculemos por separado cada límite: 


dx 


82 


ex 

, ? dx 1 leí /I IV 

ím \ —5-= — lim — = — lim — I =co. 

0 el x ei->— 0 x \— i ex-*-— 0 V &i . 1 ' 


lím 

8l-+- 


Por tanto, en el intervalo [ — 1, 0] la integral diverge 

1 


lim ?— =— lim (l -) = 00 . 

82->+0 el x 82-H-O V e 2 / 

ea 


Entonces en el intervalo [0, 1 ] la integral también diverge. 



Así, la integral dada diverge en todo el segmento [ — 1, 1]. Notemos que, 
si hubiéramos calculado la integral dada, sin tener en cuenta la discontinuidad 
del integrando en el punto x — 0, habríamos obtenido un resultado erróneo. 
En efecto, 


1 



-1 


lo que es imposible (fig. 222). 

Observación. Si la función / (x), definida en el segmento [a, b], 
tiene dentro de este segmento un número finito de puntos de discon- 
tinuidad: a u a 2 , . . ., dni la integral de la función / ( x ) en el seg- 
mento [a, ó] se determina del modo siguiente: 

¡f(x)dx= ]f(x)dx+ \f (x) dx -}- ... + ¡ f ( x ) dx, 

a a a n 

si cada una de las integrales impropias del segundo miembro conver- 
ge. Si por lo menos una de las integrales diverge, entonces, 

6 

l f ( x ) dx es también divergente. 

a 
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Para determinar la convergencia de integrales impropias de las 
funciones discontinuas y calcular sus valores se pueden aplicar 
frecuentemente teoremas análogos a los teoremas de las integrales 
con límites infinitos. 

Teorema I'. Si las funciones f(x) y <p(x) son discontinuas en el 
punto c del segmento [a, c], mientras que en todos los puntos de este 
segmento se cumplen las desigualdades 

<P (*) > f (*)> 0, 

C C 

y $ <p (x) dx es convergente , entonces l f (x) dx es también convergente. 

a a 

Teorema II'. Si las funciones f (x) y <p (x) son discontinuas en el 
punto c del segmento [a, c], mientras que en todos los puntos de este 

C 

segmento se cumplen las desigualdades f {x) <p (x) ^ 0 y $ (p (x) dx 

a 

c 

es divergente ?, entonces $ / (x) dx es también divergente. 

a 

Teorema III' . Si f (x) es una función de signo variable en el seg- 
mento [a, c] y discontinua sólo en el punto c, mientras que la integral 

C 

impropia $ *| f (x) \ dx del valor absoluto de esta función es convergente , 

C 

entonces la integral $ / (x) dx de la misma función f (x) es también 

a 

convergente. 

A 

A menudo se toma 


como funciones de comparación, 

(c x) 

cómodas para comparar con las funciones que se encuentran bajo el 


signo de la integral impropia. Es fácil comprobar que 
converge para a < 1 y diverge para a ^ i. 


f_ ‘ — 

J a(c — x) a 


dx 


Lo mismo sucede con las integrales 


J (x—af 


Ejemplo 9. ¿Es convergente la integral 


J 

eJ ~\/x -f- 4x 3 
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Solución. El integrando es discontinuo en el extremo izquierdo del seg- 

1 

mentó [0, 1]. Comparándolo con la función — — , tenemos: 

y* 


1 < 1 


y x -j- 4 x 3 y x 


X 

La integral impropia \ - existe. Por consiguiente, la integral impropia 

0 X 

i 

de la menor función, es decir, \ — — — dx , también existe. 

d Vx + 4x3 


§ 8. CALCULO APROXIMADO DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS 

En la parte final del capítulo X hemos indicado que no toda fun- 
ción continua tiene una primitiva expresada mediante funciones 
elementales. En estos casos el cálculo de las integrales definidas 
por la aplicación de la fórmula de Newton-Leibniz es difícil por 
lo que se utilizan otros métodos para un cálculo aproximado de las 
integrales definidas. 

Expongamos algunos métodos de la integración aproximada, 
partiendo de la noción de integral definida como límite de una suma. 

I. Fórmula de los rectángulos. Sea y — f(x) una función continua 
en el segmento [a, b]. Calcular la integral definida- 

b 

¡f(x) dx. 

a 

Dividamos el segmento [a, b] por medio de los puntos a . = x Q , 
Xi, x 2 , . . Xn — b en n partes iguales de longitud Ax: 



n 


Designemos por y 0 , y i, y 2 , . . y n - 1, y n los valores de la fun- 
ción / (rr) en los puntos x 0 , x t ,~ x 2 , . . ., x n , es decir, 

Vo == / (*o); yi = / (*D; • . y n = / M- 

Formemos las sumas: 

yo&x + yi Ax + . . . + í/n-i^x, 

y { Ax + y 2 Ax + . . . + y n Ax. 

Cada una de estas sumas es una suma integral de la función 
/ ( x ) en el segmento [a, b\, y por eso, expresa aproximadamente la 



integral 
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f{x)dxtt - — - (y 0 + i/i + y z + ••• + í/n-i), (1) 

n 


u 

[ f(x)dx&^-— (yi4-y 2 + * +y n )' 

J n 


Estas son las fórmulas de los rectángulos. De la figura 223 se 
deduce que, si / (x) es una función positiva y creciente, la fórmula (1) 
representa el área de una figura escalonada, compuesta por los 


i r 


0\ *a-'U) *2 X n-1 X„=C¡ 

i Xf 


Fig. 223 


1 ?[ Xo=a *1 *2 Xn-t x r> =ti 
Fig. 224 


rectángulos «interiores», y la fórmula (1'), el área de la figura 
.escalonada, compuesta por los rectángulos «exteriores». 

El error que se comete durante el cálculo de la integral por 
la fórmula de los rectángulos es tanto menor cuanto mayor sea el 


número n ^es decir, cuanto menor sea el paso de la división x = ^ • 

II. Fórmula de los trapecios. Es natural esperar un valor más 
exacto de la integral definida, si cambiamos la curva dada y — f (x) 
no por una línea escalonada que utilizamos para la fórmula de los 
rectángulos, sino por una línea quebrada inscrita (fig. 224). 

En este caso, en vez del área del trapecio curvilíneo aABb obte- 
nemos la suma de las áreas de los trapecios rectangulares limitados 
por arriba por las cuerdas .4 i, AiA 2 , . . ., A n ^B. Como las áreas de 

estos trapecios son respectivamente iguales a A#, A#, 
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etc, entonces 

b 


Kx + ~^^+ ... + + Ax), 


O 

J / (x) dx » - ^- V °— 2 ^ 4 4 02 4 • • • 4 0n~l) 


(2) 


Esta es la fórmula de los trapecios. 

El número n se elige arbitrariamente. Cuanto mayor sea este 

, , b — a 

numero n y, por tanto, cuanto menor sea el paso Ax — , con 


n 


tanta mayor precisión la suma del segundo miembro de la igualdad 
aproximada (2) expresará el valor de la integral. 

III. Fórmula de las parábolas (Fórmula de Simpson). Dividamos 
el segmento [a, ó] en un número par n — 2 m de partes iguales. El área 
del trapecio curvilíneo correspondiente a los dos primeros segmentos, 




[x 0 , x t \ y [x t , x 2 \ y limitado en su parte superior por la curva dada 
y — f (x), se sustituye por el área de otro trapecio curvilíneo limi- 
tado por una parábola de segundo grado que pasa por los tres puntos: 

M (ar 0 , 0o); Mi (x u y i); M 2 ( x 2 , y 2 ) 

y tiene el eje paralelo al eje Oy (fig. 225). Tal trapecio curvi- 
líneo es un trapecio parabólico. 

La ecuación de una parábola con el eje paralelo a Oy es 


y 


Ax 2 -f- Bx -f- C. 


Los coeficientes A, B, y C se determinan unívocamente de la 
condición de que la parábola pase por los tres puntos dados. Construí- 
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mos también parábolas semejantes para otras pares de los segmentos. 
La suma de las áreas de los trapecios parabólicos da el valor apro- 
ximado de la integral. 

Calculemos al principio el área de un trapecio parabólico. 

Lema. Si el trapecio curvilíneo está limitado por una parábola 
y — Ax 2 + Bx -f- ¿7, 

el eje Ox y dos ordenadas , la distancia entre las cuales es igual a 2h , 
entonces su área es igual a 

S = -g (¡fo + 4í/i -f- y 2 ), (3) 

donde , y 0 e y 2 son ordenadas de los extremos e yi es ordenada de la 
curva, en el punto medio del segmento. 

Demostración. Dispongamos el sistema de coordenadas auxiliar 
del modo como se indica en la figura 226. Los coeficientes en la 
ecuación de la parábola y = Ax 2 + Bx C se determinan de las 
siguientes igualdades: 

si x 0 = —h, entonces: y 0 = Ah 2 — Bh-\-C',' | 

si Xi = 0, entonces: y t = C; > (4) 

si x 2 = h, entonces: • y 2 = Ah 2 -\-Bh-\-C. J ^ 

Considerando que los coeficientes A, B, C son conocidos, deter- 
minemos el área del trapecio parabólico mediante la integral defi- 
nida: 

S= | {Aa? + Bx + C)da:=^-+~ + Cx J^ = 

-h 

= -|(2¿fc 2 -f 6C). 

Pero, de las ecuaciones (4) se deduce que 

yo + 4i/i + y 2 — 2Ah 2 + 6 C. 

Por consiguiente, 

tí 

S = -0 (yo 4- 4i/i + y^, 

lo que se trataba de demostrar. 

Regresemos a nuestro problema principal (véase fig. 225). Utili- 
zando la fórmula (3) podemos escribir las siguientes igualdades apro- 
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ximadas ( h — Ax): 

x 2 


í 

/ (x) dx 

a~x 0 


x 4 

r 


í 

/ (x) dx 

*2 


*2 m~b 


í 

/ (#) dx 

x 2 m~~2 



Ax 

T 

Ax 


(yo 4- 4y, + y 2 ), 


(y 2 4 4y 3 4 yú. 


Ax 


(y2m-2 4 4t / 2m - 1 4 y 2m) * 


Sumando miembro a miembro, obtenemos a la izquierda la 
integral buscada, y a la derecha, su valor aproximado: 

b 

r Ax 

\ / (x) dxtt-^r- (y 0 + 4 yi + 2 y 2 4 4y 3 4 • - 


... 4 2í/2m-2 4 4í/ 2 m— i 4 y2m)i (5) 


/ (4 do: 


b — a 
6m 


[yo 4 yzm 4 2 (y 2 4 í/4 4 - • • 4 yzm-2) 4 

4 4 ( 1 / 1 4 1/3 4 • • • 4 í/2m-i)]- 

La última es la fórmula de Simpson. Aquí el número 2ra de los 
puntos de división es arbitrario; pero cuanto mayor sea este número 
tanto mayor es la precisión con la que la suma del segundo miembro 
de la igualdad (5) expresa el valor de la integral*). 

Ejemplo. Calcular aproximadamente: 

i 

Solución. Dividamos el segmento [1, 2] en 10 partes iguales (fig. 227). 

Haciendo 

Ar— Y . 1 . — 0,1, 


10 


*) Para determinar el número de puntos de división que se deben tomar 
para calcular la integral con un grado de precisión dado, se pueden utilizar las 
fórmulas de evaluación de los errores cometidos durante el cálculo aproximado 
de la integral. Aquí no se dan estas fórmulas de evaluación. 
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formamos la tabla de los valores del integrando: 


X 

1 

*=5 

X 

1 

v= - 

X 

*0 = 1,0 

y 0 = 1,00000 

*6 = 1.0 

y 6 = 0,62500 

*1 = 1,1 

y i =0,90909 

*7=1,7 

y 7 = 0,58824 

*2=1,2 

y 2 = 0,83333 

*8 = 1.8 

y 8 = 0,55556 

*3 = 1,3 

y 3 — 0,76923 

*9=1,9 

y 9 = 0,52632 

x 4 = 1,4 

*5=1. 5 

i/4= 0,71429 
y 5 = 0,66667 

*ío = 2,0 

y jo = 0,50000 


I. Según la primera fórmula de los rectángulos (1) obtenemos: 

2 

^ ^ ^ 0,1 (y 0 + Vi+ - . . + y fl ) = 0,l-7, 18773= 0, 71877. 

i 

Según la segunda fórmula de los rectángulos (1') obtenemos: 

2 

t ~ ^0,1 (y i + y 2 + . . . + Pío) - 0,1 -6,68773- 0,66877. 

i 

Directamente de la figura 227 se deduce que en el caso dado la primera 
fórmula da el valor de la integral por exceso y la segunda, por defecto. 



II. Según la fórmula de los trapecios (2) obtenemos: 

^ ~^0,i ( -- 2 °’ 5 + 6, 18773 ) =0,69377. 
1 


$ 


III. Según la fórmula de Simpson tenemos: 
doo 0 1 

^ [yo+ y io + 2 (y 2 + í/ 4+ j/e+ ¡/s) +4 (yi + y3+ ys+y?+ yo)] = 

— ( 1 + 0,5 + 2 • 2 ,72818 + 4 - 3,45955) — 0,69315. 

ó 
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diis 

En realidad ln2= \ -- = 0,6931472 (con precisión de hasta el séptimo 

1 

dígito decimal). 

Por consiguiente: al dividir el segmento [0, 1] en 10 partes iguales obte- 
nemos: 

— según la fórmula de Simpson, cinco dígitos correctos, 

— según la fórmula de los trapecios, solamente tres dígitos correctos, 

— según la fórmula de los rectángulos, podemos estar seguros de que sola- 
mente el primer dígito es correcto. 

§ 9. FORMULA DE CHEBISHEV 

En los cálculos técnicos se utiliza frecuentemente la fórmula de 
integración aproximada de Chébishev. Supongamos que es preciso 
calcular 

b 

¡f / (z) dx . 


Sustituyamos el integrando por el polinomio de interpolación 
de Lagrange P ( x ) (§ 9, cap. VII), tomando en el segmento [a, ó] 
n valores de la función: / (# 1 ), / (x 2 ), . . f (x n ), donde x u x 2 , ... 
. . ., x n son los puntos arbitrarios del segmento [a, b]\ 

P w f {A ) + 

(x t — xj (^i —x 2 )... (x i — x n ) 

+ {X— £ 1 ) {x—x 3 )...(x — x n ) f 
(x 2 — Xi) (x 2 — x 3 )... (x 2 — x n ) 


+ ( * ÍE=lL f(x n ). (1) 

(x n Xi) ( x n x 2 ) . . . (x n X n —i) 

Obtenemos la siguiente fórmula aproximada de integración: 

b b 

\ f (x) dxtt l P (x) dx, (2) 

a a 

la que después de algunos cálculos toma la forma: 

J / {x) dxT&Cif ( Xi ) -f- C 2 f ( x 2 ) -f- ... -f- C n f ( x n ), (3) 
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donde los coeficientes Ct se calculan por las fórmulas: 

b 

q f (# X\) . . . (x i) (% %j+ 1 ) • • • %n) 

J (x¿ Xj) . . . (x¡ Xi—\) (x¿ X¿+{) . . . (x £ x n ) 

a 

La fórmula (3) es complicada e incómoda para los cálculos, puesto 
que los coeficientes se expresan mediante fracciones complejas. 

Chébishev planteó el problema inverso: dados en vez de las 
abscisas x 1? x 2 , . . x n los coeficientes Cu C 2 , . . C n , determinar 
las abscisas x t , x 2 , .. . x n . 

Los coeficientes C t se dan de modo que la fórmula (3) sea la más 
simple posible para los cálculos. Es evidente que esto se logra cuando 
todos los coeficientes Ci son iguales entre sí: 

C\ — C<¿ = ... = C n . 

Designemos por C n el valor común de los coeficientes Cu C 2 , . . . 

. . C n , entonces la fórmula (3) toma la forma: 

S/(x)*:«C n [/(x 1 ) + /(x 2 )+ ... + /(*„)]. (5) 

a 

La fórmula (5) representa en general una igualdad aproximada, 
pero si / (x) es un polinomio de grado no superior a (n — 1) obtene- 
mos entonces una igualdad exacta. Esta circunstancia permite 
determinar las magnitudes C n , x t , x 2 , . . ., x n . 

Para obtener una fórmula cómoda para todo intervalo de integra- 
ción, transformemos el segmento de integración [a, ó] en el segmento 
[ — 1, 1]. Para esto hagamos 


a 4- b , b — a ^ 

x — 1; 

2 2 


entonces para t — — 1; x = a; 
para t — 1, x = b. 
Por consiguiente, 


W dx= V M^ + V f <p(í)dí ' 

a —1 ~1 


30—601 
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donde por <p (í) está designada la función de í, que se halla bajo el 
signo de la integral. Así, la integración de una función / (a;) en el 
segmento [a, b] siempre puede ser reducida a la integración de 
alguna otra función <p (x) en el segmento [—1, 1], 

El problema se ha reducido a la elección de los números 
C n , x x , x 2 , . . x n , en la fórmula 

5 f(x)dx = C n [f (xí) + / (xa) + ... +'/ (s n )] (6) 

-i 

de modo que esta fórmula sea exacta para cualquier función / (x) 
de la forma 

/ i x ) = «0 + a i x 4" + • • • + 1 ‘ G) 

Notemos que 
i* 

^ f(x)dx = 

-i -i 

2 í «o + + ~~ + ••• 4--^ Lrl ), si n es impar; 

2 f« 0 + — + ••• + gn ~ 2 -\ si n es par. (8) 

\ 3 n — 1/ 

Por otra parte, la suma del segundo miembro de la igualdad (6), 
en virtud de (7), es igual a 

C n [»«0 4~ a t ( x i 4" X 2 “I - • • • 4“ x n) + «2 ( x i 4' x 2 4~ ••• + x \) 4- ... 

... 4“ a n - 1 ( X í 1 4“ x 2 1 4~ • • • 4- x n *)]• (9) 

Igualando las expresiones (8) y (9), obtenemos la igualdad que 
debe ser válida para cualesquiera a 0 , a 1? a 2 , . » ., On - t . 

2 (' + t + t + t + -)- 

= C' n \na Q 4- «i (*i + ^4- • • • 4" x n) 4~ a 2 ( x í 4~ x í, 4* • • • 4" x \) 4- • • • 

• • 4- a n-l { x \ 1 4~ x 2 1 4“ • • • 4- x n *)]• 


^ ( a 0 -f- diX -f- Ct 2 x<í 4- . • • 4- a n- lX n *) dx = 
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Igualando los coeficientes de a 0 , a 2 , a 3 , . 

dos miembros de la igualdad, tenemos: 

2 ^=C n n o C n = — ] 
n 


On-i en los 


x 1 + si + 

Si + S 2 + 


Si 4" x 2 4* 


+ == 0» 

, 2 _ 2 _ n . 

+ n ~3C n ~S’ 

H - x n = 0; 

I 4 2 _fl 4 


( 10 ) 



Hallamos las abscisas x 4 , x 2 , ...» de las últimas n ecuaciones. 
Chébishev encontró estas soluciones para diferentes valores de n. 


Número de 
ordenadas n 

Coeficiente Cn 

Valores de abscisas *i, xj, .... xn 

3 

2 

3 

* i; =— *3 = 0,707107 
«2 = 0 „ 

4 

1 

2 

xj = — x 4 = 0,794654 
x 2 = — x 3 = 0, 187592 

5 

2 

5 

x i = — x s = 0,832498 
x 2 =— x 4 = 0,374541 
x 3 = 0 

6 

1 

3 

Xj = — Xg = 0,866247 
x 2 = — x 3 =0,422519 
x 3 = — x 4 = 0, 266635 

7 

2 

7 

x i= — x 7 = 0,888862 
x 2 = — x 6 — 0 , 529657 
x 3 = — *5 = 0,323912 
x 4 = 0 

9 

2 

9 

x t = — x e = 0, 911589 
x 2 = — x 8 = 0,601019 
x 3 = — x 7 = 0 , 528762 
x 4 = — x„ =0,167906 
* 5 = 0 


30 * 
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Abajo se dan las soluciones halladas por él para los casos en que 
el número n de puntos intermedios es igual a 3, 4, 5, 6, 7, 9. 

Por consiguiente, el cálculo aproximado de la integral en el 
segmento I — 1, 1] se efectúa según la siguiente fórmula de Chébishev 


j f(x)dx = — [f(xj+f(x¿+ ... -f/(;r n )], 

-i 

donde, n es uno de los números 3, 4, 5, 6, 7 ó 9, y . . ., 
números representados en la tabla. No se puede tomar por n el 
número 8 u otros números superiores a 9, puesto que en este caso el 
sistema de ecuaciones (10) da las raíces imaginarias. Cuando los 
límites de integración de la integral dada son a y ó, la fórmula de 
Chébishev toma la forma: 


f{x)dx 


b — a 


[/(Z 1 ) + /(Z a )+ ... +/(X n )], 


donde X t — --4,— -f ~~2~ Xi ( ¿ = 1» 2, . . ., «), y los x t tienen los 
valores indicados en la tabla. 

Demos un ejemplo de cálculo de una integral con ayuda de la 
fórmula de Chébishev. - 


p dx 

Ejemplo. Calcular \ -^-( = ln2). 


Solución. Mediante la sustitución de variables, transformemos esta inte 
gral en otra que tiene — 1 y 1 como límites de integración. 

1 + 2 , 2 — 1 3 , t 3+ 1 

x = ~2 — r - — ¡j— t= 1 Y'^~2 =n ~2 — ’ 


Entonces, 




3 + 1 


Aplicando la fórmula de Chébishev calculemos la última integral, 
haciendo n = 3: 

i 

^ / (í) dt = [/ (0,707107) + / (0) + / ( - 0,707107)] . 
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Puesto que 

/ (0,707107) = 3 _ [ _ 0 707107 = 3j707107 =0,269752, 

^°)- a 3^0 = 0 ’ 333333 » 

/(— 0,707107) = 3 _ 0 7()7107 = 2,292893 = 0 ; 436130 » 

entonces: 

= |- (0,269752 + 0,333333+0,436130) = 

ó “p i O 

= -|~ 1,039215 = 0,692810 0,693. 

Comparando este resultado con los resultados obtenidos según la fórmula 
de los rectángulos, de los trapecios y la de Simpson (véase el ejemplo del pá- 
rrafo anterior), notamos que el resultado obtenido mediante la formula de Cné- 
bishev (con tres puntos intermedios) es más preciso y está más cerca del valor 
real de la integral que el resultado obtenido según la fórmula de los trapecios 
(con nueve puntos intermedios). 

La teoría del cálculo aproximado de las integrales está desarrolla- 
da en las obras del académico A. N. Krilov (1863-1945). 

§ 10. INTEGRALES DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO 
Derivación de las integrales dependientes de un parámetro. 

Sea la integral 

l (a) = J í ( x , «) (1) 

a 

en la que el integrando depende de un cierto parámetro a. Si el pará- 
metro a varía, el valor de la integral definida variará también. Así, 
la integral definida es una función de a; por esto podemos designarla 
por / (a). 

1. Supongamos que / ( x , a) y f' a ( x , a) son funciones continuas 
en las que 

c<a<;dya<;a:<ó. (2) 

Hallemos la derivada de la integral respecto al parámetro a: 
lím I (a + Aa) — /(a) T , ^ 

iim =i a (a). 

¿a-o Aa 

Para hallar esta derivada notemos 

b 

I (a +- Aa) = l / (x, a + Aa) dx 



i 
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y, por tanto, 


/ (a + Aa) — / (a) = j¡ / (x, a -f- Aa) dx — l f(x, a) dx — 


— S [/ (x, a -f Aa) — / (x, a)] dx; 


I (a + Aa) — 
Aa 


b 

/(a) _ J /O?, a 


-f Aa) — /(*, a) 


Aplicando el teorema de Lagrange al integrando, tenemos: 

/(X, « + A <*)-/(*, (I> 0 + e Aa), 

Aa 

donde 0 < 0 < 1. 

Puesto que /á(^, a) es continua en el dominio cerrado (2) t 
entonces: 

fa (*, a + 9 Aa) — f a (x, a) + e, 

donde la magnitud e que depende de x, a, Aa, tiende a cero, cuando 
Aa — 0. 

De tal modo: 


l (a 4- Aa) 
Aa 


O DO 

^ U'a (x, a) 4- e] dcr = | f a (x, a)dx+ j* e dx. 


Pasando al límite para Aa — *■ 0, obtenemos *): 


/ (a 4- Aa) 


o 

= I'a (a) = j* fa. (x. 


U V 

[S / (*»■ a ) dx \'cc = S fa (x, a) da:. 

a a 

La última fórmula se llama fórmula de Leibniz. 

b 

*) El integrando en la integral eda tiende a cero para Aa -> 0. Del hecho 

a 

de que el integrando tiende a cero en cada punto, no siempre se deduce que 

b 

la integral también tiende a cero. Sin embargo, en el caso dado, J edx tiende 

a 

a cero para Aa -*• 0, lo que admitimos aquí sin demostración. 


i 


-"7T1 
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2. Supongamos ahora que en la integral (1) los límites de integra- 
ción a y b son funciones de a: 

6 (a) 

/ (a) = <D [a, a (a), ó(a)] = \ f (x, a) dx. (1') 

a (a) 

O [a, a (a), b (a)] es una función compleja de a, siendo a y b los 
argumentos intermedios. Para hallar la derivada de J (a), apliquemos 
la regla de derivación de una función compleja de varias variables 
(véase § 10, cap. VIII): 

dG> . dd> da . dd> db „ 

I (a) = — {- — (3) 


da 


da da db da 


En virtud del teorema sobre la derivación de una integral defi- 
nida respecto a su límite superior variable (véase la fórmula (1) § 4), 
obtenemos: 

b 


dd> 

__ d 

db 

db 

dd> 

d 

da 

da 


b a 

j / (x, a) dx= — ^ j / (x, a) dx = — f[a (a), a]. 

a b 

Finalmente para calcular — apliquemos la fórmula de Leibniz, 
obtenida anteriormente: 


d<t> 


da 


b 


a) dx. 


Introduciendo en la fórmula (3) las expresiones obtenidas de las 
derivadas, tenemos: 


b (a) 


r a (a)= | f a {x, a)dx + f[b(a), a] ^ — / [a (a), a] 

a (a) 


da 

da 


( 4 ) 


La fórmula de Leibniz permite calcular ciertas integrales defi- 
nidas. 


Ejemplo. Calcular la integral 


l'- x 


dx. 
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Solución. Notemos, que no se puede calcular directamente esta inte- 

Sen Qf y 

gral, puesto que la primitiva de la función e ~ x - — - — no se expresa median- 
te funciones elementales. Para calcular esta integral, considerémosla como 
función de un parámetro a: 

oo 

J / V ? ~ sen ax . 

I{a)=\e- X — — dx. 

0 

Entonces, su derivada respecto a a se halla según la fórmula de Leibniz*): 

oo oo 

I' (a) = ^ \_ e ~ X S ~ ¿ aX J dx= ^ e~ x eos ax dx. 

*0 ó 

La última integral se calcula fácilmente con ayuda de las funciones elemen- 
1 

tales y es igual a — — = . Por eso 
J 6 l + a a 


J W TF5«- 

Integrando la identidad obtenida, bailamos I (a): 

I (a) => arctg a -\-C. 

Ahora falta determinar C. Para esto notemos que 


< 0) =S 


0 o 


Además, arctg 0 = 0. 

Poniendo en Ta igualdad (5) a = 0, obtenemos: 

/ (0) = arctg 0-f-C, 

de donde C=* 0. Por consiguiente, para todo valor de a se verifica la 
igualdad 

I (a) = arctg a, 

es decir. 


P _ sen ax , 

\ e ~ X — x — d X ~ arct £ a " 


La fórmula de Leibniz se ha obtenido en la suposición de que los límites 
de integración o y b son finitos. En este caso la fórmula de Leibniz también 
es válida, aunque uno de los límites de integración es infinito. 1 



Integración de una función compleja de una variable real 473 


§ il. INTEGRACION DE UNA FUNCION COMPLEJA 
DE UNA VARIABLE REAL 

En el § 4, cap. VII, hemos determinado una función compleja 


de la variable real x : 


/ (x) = u (x) + iv (x) 

(1) 

y su derivada: 


f (x) — u (x) -f- iv (x ) . 

(2) 

Definición. La función F (x) = U (x) + iV (x) se 

llama primitiva 

de una función compleja de la variable real x, si 


II 

(3) 

es decir, si: 


U' (x) + iV (x) = u (x) + iv (x) 

(4> 


De la igualdad (4) se deduce: 

U' ( x ) = u ( x ) 
V' ( x ) = v (*), 


es decir, U (x) es la primitiva para u (a:), y V {x) es la primitiva 
para v (x). 

De la definición y la última observación se deduce que^si F (x) = J 

= U (x) + iV ( x ) es la primitiva para / (,z), entonces la primitiva ¡ 

cualquiera para / (x) tiene la forma F (x) + C, donde C es una cons- 
tante compleja arbitraria. ' j 

La expresión F (x) C se llama integral definida de una función j 

compleja de la variable real y se escribe: 

l f (x) dx= l u(x) dx i l v(x)dx — F ( x ) -j- C. (5) j 

La integral definida de una función compleja de la variable real j 

se determina del modo siguiente: j 

si / (x) — u (x) -f- iv (x), j 

entonces: i 

. :i 

i l j| 

l f(x)dx=z ¡u (x).dx + i I v (x) dx. (6) | 

a a a i 

;! 

Esta definición no contradice, sino que concuerda con la defi- j 

nición de la integral definida como límite de una suma. | 
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Ejercicios para el capítulo XI 


l. Calcular las integrales definidas, considerándolas como límites de 
la suma integral s n . 
b 

j X 2 dx. 


Indicación: Divídase el segmento [a, ó] en n partes mediante los puntos 

n /~b b 3 —a 3 f» dx 

xi = aq l (i~ 0, 1, 2, »), donde 9 = 1/ — . Respuesta-. g 2. \ , 

a 

donde 0 <^a<^b. Respuesta: ln— . 

indicación. Dividir el segmento [a, b] como en el ejemplo anterior. 
b 

3. ^ ~\/xdx. Respuesta : — a 3 ^). 

a 

Indicación: Véase el ejemplo anterior. 

b 

4. J senziii. Respuesta: eos a — eos ó. 

a 

Indicación. Establézcase previamente la identidad siguiente: sen a-f- 

cos ( a+-|p 1 —eos í a + nh — ^ ] 
i / - i r \ i / ■ i i r _ i / _ i \ li ' " * V " ' 


4*sen(a-}-/i)-}-sen(a-f-2/i)n-. . .-j-sen[a-f~( n — l)ó] = - 


1 2 sen -~ r 


para esto es preciso multiplicar y dividir todos los términos del primer 

miembro por sen-^- y sustituir el producto de senos por la diferencia de 

cosenos. 

b 

5. ^ eos xdx. Respuesta : señó — sena. 

a 

Utilizando la fórmula de Newton-Leibniz, calcular las integrales defi- 
nidas: 

n 

1 1 ~2 

6. ^ x* dx. Resp. -^-.7. ^ e x dx. Resp. e — 1. 8. ^ sena; da:. Resp. 1. 

0 0 0 

V 2 ^ 

9 - § "«P- T- i0 - í yf=T fl “ p ' T- l ** ■ **"’• 

0 o K o 

« x x 

ln2. 12. ^ Resp. 1. 13. ^ ~ . Resp. ln a;. 14. ^ sen a; da;. Resp. 2 sen 2 —. 
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15. ^ x*dz. Resp. ~ ^ — . 16. ^ 2x~í ‘ — *)• ^ eos 2 z dx. 

■fS 1 0 

w 

2 

Resp. -2- . 18. ^ sen 2 x dx. Resp. y . 

0 

Calcular los valores de las integrales siguientes, empleando las susti- 
tuciones indicadas de variables: 
n 

2 n 

P 1 > P dx x 

t9. \ senxcos 2 xdx, cosx=í. Resp. - 5 -.. 20. \ - r - . 0 ■, Ig-^r — t. Resp. 

j v J o — (- 4 eos x z 


n P x dx B 3 1/2 

— — . 21. \ — _ , 2+4x = f 2 . Resp. — £ 
1/5 d T/2 + 4x 2 


(1 + x 2 ) 2 


, x = tgt. 


/ 

Resp . . 23. ^ Í-^ldx,x- l=í 2 . 7?«sp. 2(2~arctg2). 24. ^ ~ y ” +j ’ 


£ 

Ir, , 3 OK P eos q) d<p , „ .4 

, = Resp. ln T . 25. ^ 6 _ 5senq ,^ 3en , q , .^1'=<- *‘‘P; 

o 

1 1 

Demostrar que 26. jj x m (1 — x) n dx=j|x n (l — x) m dx(m> 0, 0). 

o o 

6 b a a 

"27. ^ /(x)dx=^ /(a + 6 — x)dx. 28. ^ /(x 2 )dx = -i ^ / (x 2 ) dx. 

a a 0 —a 

Calcular las integrales impropias siguientes: 

1 00 00 

»• 1^7 =f *«<>• »- 30 - »“P- *• 3 ‘- 

0 ^ 0 0 

1 00 i 

£(a>0). 32. § ^¡~=-- -R^P- T- ®- 5 Resp ' T- M - $ 'a* 31 ' 
0 K i o 

00 00 

Resp. — 1. 35. ^ x sen x dx. Resp. La integral diverge. 36, ^ - yr - . Resp. La in- 
0 y V x 

+00 1 2 

tegral diverge. 37. § jqy+2 ' Besp • “• 38 ' § ^ T • 39 ' § ^ ’ 
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00 I 

Resp. La integral diverge. 40. ? X . . Resp.^r- . 41. ^ Resp. La integral 

tí xl/x * — 1 * *) 

1 -i 

oo oo 

diverge. 42. ^ « -a * sen dx (« >0). Resp. g2 ^ ^ . 43. ^ <r -ax eos bx dx (a>0). 
0 * 0 

Ré9p - -¿¿Tv- 

Calcular los valores aproximados de las integrales: 

44. In5= V —£■ , según la fórmula de los trapecios y la de Simpson (n=»12). 
l 

Respuesta: 1,6182 (según la fórmula de los trapecios); 1,6098 (según la 

fórmula de Simpson). 45. J x 3 dx, según la fórmula de los trapecios y la de 

i 

l 

Simpson (n = 10). Respuesta: 3690; 3660. 46. J ~\/ 1 — x s dx, según la fórmula 

0 

3 

0 cLoc 

de los trapecios (n = 6). Respuesta: 0,8109. 47. \ — j-, según la fórmula 

1 

10 

de Simpson (n = 4). Respuesta: 0,8111. 48. J \og l0 xdx, según la fórmula de 

1 

los trapecios y la de Simpson (n = 10). Respuesta: 6,0656; 6,0896. 

-* i 

49. Calcular el valor de it, partiendo de la correlación 

o 

aplicando la fórmula de Simpson (n = 10). Respuesta: 3,14159. 
ji 

T 

p S6U 3J , 

50. \ - — - — dx, según la fórmula de Simpson (n=«10). Respuesta: 1,371. 

o 

OO 

51. Partiendo de la igualdad ^ e~ ax dx—~~ , donde a>0, hallar el 

o 

oo 

valor de la integral J e~ x x n dx, para n>0. Respuesta: ni 

o 


52. Partiendo de la igualdad ^ 


-ttt — =■ — ~=- t hallar el valor de la 
* 2 + « 21 /a 


integral ^ , (a .g ji)ñ +T« Res P ues '<«*• \ 


n 1.3.5 ... [2n — 1) 
: 2 2 n «! 



Ejercicios para el capítulo XI 


477 


i O 


p l — e~ ax 

53. Calcular la integral \ = — dx. Resp. ln(l-j-cc)(a> - 

J xe* 
o 

1 

54. Utilizando la igualdad ^ x n_1 d* =>-^- * calcular la 

0 

? (ln *)* dx. Resp.: (-1)*— . 

«) 




1 ). 

integral 




CAPITULÓ XII 


APLICACIONES GEOMETRICAS Y MECANICAS 
DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


§ 1. CALCULO DE AREAS EN COORDENADAS RECTANGULARES 

Si la función / (x) ]> 0 está en el segmento [a, 61, entonces, como 
ya es sabido (§ 2, cap. XI), el área del trapecio curvilíneo limitado 
por la curva y . = / (x), el eje Ox y las rectas x — a y x — b (fig. 210) 
es igual a: j 

Q = S / (*) dx. (1) ! 

° ¡ 

b ' ¡ 

Si f (x) 0 en el segmento [a, 6], la integral definida $ / (x) dx j 

a 

es también Su valor absoluto es igual al área Q del trapecio 
curvilíneo correspondiente: 

b i 

— Q=¡f(x) dx. ¡ 

a i 

Si f (x) cambia de signo un número finito de veces en el segmento 
I a , 6] entonces, podemos descomponer la integral a lo largo de todo 



Fig. 228 


el segmento [a, b] en la suma de integrales en los segmentos parcia- 
les. La integral es positiva en los segmentos donde / (x) >> 0, y nega- 
eiva en los segmentos donde / ( x ) 0. La integral a lo largo de todo 

ti segmento representa la diferencia de las áreas dispuestas por arriba 
y por debajo del eje Ox (fig. 228). Para obtener ordinariamente la i 


suma de las áreas, es preciso hallar la suma de los valores absolutos 




Solución. Puesto que senario para O^x-s^n, y senx<;o para ?i< 
< x 2n entonces: 

n 2 n 2 n 

Q «=» £ sen x dx -|- 1 J sen x dx | ^ | sen x | dx, 


sen x dx«= — eos x = — (eos n — eos 0) = — ( — 1 — 1) = 2, 


o 

2 Jt 


10 
i2 n 


J senxdx*= — eos x = — (cos2n — cosji) = — 2. 


Por tanto, 


(? = 2+ 1 — 2 1 = 4. 


Si es preciso calcular el área limitada por las curvas y = /i (:r) r 
y = f 2 (¡z) y las ordenadas x = a, x = b, a condición de que / 4 (#) ^ 
^/ 2 (a:) obtenemos (fig. 230): 

b b b 

Q=¡fi (*) — í /2 (*) á* = J [/i (*) — U (*)1 ¿r. (2> 

a a a 

Ejemplo 2. Calcular el área limitada por las curvas (fig. 231) 

y— \/~x e y — x 2 . 

Solución. Hallemos los puntos de intersección de las curvas: l/x = x 2 ; 
x = x 4 , de donde: x t = 0, x 2 =l. 

Por tanto, 


H X 

() = ^ ~\/~x dx — ^ x 2 dx= ^ (t/ x — x 2 ) dx = -|- ; 


- 3 /a 


1 x 3 
o 3 


12 11 

o 3 3 “ 3 
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Calculemos ahora el área de un trapecio curvilíneo limitada por 
la curva dada por ecuaciones paramétricas (fig. 232): 


donde: 


* = <P ( 0 . y = ( t ) 

a < t < p, y <p (a) = a, q> (P) 


Supongamos que las ecuaciones (3) definen cierta función y — 
= f {x) en el segmento [a, ó] y,'por tanto, el área del trapecio cur- 





Fig. 230 


Fig. 231 


Fig. 232 


vilíneo puede ser calculada según la fórmula: 

b b 

Q = S / ( x ) dx = S y dx. 

a a 

Sustituyamos en esta integral la variable: x = <p (t); dx — 
— cp' (¿) dt. En virtud de las ecuaciones (3) obtenemos: y — f (x) — 
= / [cp (í)] = ( t ). Por consiguiente, 

Q = J ^ ( t ) cp' ( t ) dt. (4) 

a 

Esta es la fórmula para calcular el área de un trapecio curvilíneo, 
limitada por una curva dada en coordenadas paramétricas. 

Ejemplo 3. Calcular el área de un campo limitado por la elipse: 
x = acosí, y — bsent. 

Solución. Calculemos el área de la mitad superior de la elipse y dupli- 
quémosla. La variable x varía desde — a hasta por tanto, t varía 

0 0 

desde n hasta 0, @ = 2 ^ (6sení)( — asentdt) = — 2 ab ^ sen 2 tdt=> 

n n 

n a 

„ L P « , 0 , P 1— cos2í _ . . Tí sen2n« , 

= 2 ab \ sen* t dt = 2ab \ — dí<=»2a& I — — - — ^ — I =jia6. 




Area de un sector curvilíneo en coordenadas polares 481 


Ejemplo 4. Calcular el área limitada por el eje Ox y un arco de la 
cicloide x — a (i — sen t), y = a (1 — eos i). 

Solución. Puesto que t varía desde 0 hasta 2 ji, x varía desde 0 hasta 2x a. 
Según la fórmula (4), tenemos: 

Zn 2n 

Q <= ^ a (1 — eos t ) a (1 — eos t) dt — a 2 ^ (1 — eos í) 2 di — 

0 o 

2 n 2 n 2 n 

— a 2 J" ^ dt — 2 ^ cosí di -j- ^ eos 2 i di J ; 
“ 0 o o 

2ji 2 n 2n 2 n 

^ dt = 2n; ^ cosí di — 0; ^ eos 2 í di = ^ di = n. 


Finalmente obtenemos 


Q — a 2 (2ji -j- ax) = 3na 2 . 


§ 2. AREA DE UN SECTOR CURVILINEO 
EN COORDENADAS POLARES 

/ Sea p = / (0) la ecuación de una curva en coordenadas polares, 
donde / (0) es una función continua para a 0 ^ (3. 

Determinemos el área del sector OAB, limitada por la curva 
p = f (0) y los radios vectores 0 = a y 0 = p. 

B 


Fig. 233 

Dividamos el área dada en n partes mediante los radios vectores 
0 O — a, 0 = 0 1? . . 0 n = p. Designemos por A0 i? A0 2 , . . A0 n 
los ángulos formados por los radios vectores trazados (fig. 233). 

Sea p¿ la longitud de un radio vector correspondiente a un ángulo 
0j cualquiera, comprendido entre 0f_ 4 y 0¿. 

Examinemos el sector circular de radio p¿ y ángulo central A0¿. 
Su área es igual a: 

A<?i = ~p¿ A0f. 

31—601 
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La suma 

n n 

Qn = j 2 é? A0 ¡ = I 2 [/ (5í)]2 Ae ‘ 

, i— i i— i 

da el área del sector «escalonado». Puesto que la suma indicada es 
una suma integral para la función p 2 = [/ (0)] 2 en el segmento a < 0 < p, 


n n I / P'QVcos28 




Fig. 234 


su límite para máx A0¿ 0 es la integral definida 


p 2 dQ. 


Esta integral no depende de un radio vector p¿ elegido dentro 
del ángulo A0¿. Es natural, considerar este límite confo el área 
buscada de la figura *). 

Así, el área del sector OAB es igual a: 


a 

-TÍ 


P 

4Í 


[/(e)] 2 de. 


Ejemplo. Calcular el área limitada por la lemniscata (fig. 234). 

p = a eos 20. 

*) Se puede demostrar que esta definición del área no contradice a la dada 
anteriormente: en otras palabras, calculando el área del sector curvilíneo 
mediante los trapecios curvilíneos, obtenemos el mismo resultado. 
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Solución. El radio vector describe la cuarta parte del área buscada 
cuando 0 varía desde 0 hasta ji/4: 



tS 


jí/4 

p2dQ = ya«¡ j 

o 


eos 20 dQ = 


a 2 sen 20 «/ A 
~2 2 o 


por tanto, Q = a z . 


a?_ 

2 ’ 


§ 3. LONGITUD DE UN ARCO DE CURVA 

1. Longitud de un arco de curva en coordenadas rectangulares. 
Sea y = / (x) la ecuación de una curva plana en coordenadas rectan- 
gulares. 

Encontremos la longitud del arco AB de esta curva, comprendida 
entre las rectas verticales x = a y x — b (fig. 235). 



En el capítulo VI (§ 1) hemos dado la definición de- la longitud 
de un arco. Recordémosla. Tomemos en el arco AB los puntos A, M t , 
M 2 , . . ., M¿, . . ., B cuyas abscisas son, respectivamente, x a — a, 
x t , x 2 , . . ., x L , . . ., b = x n . Tracemos las cuerdas AM U 
'~M i M 2 , . . ., M n - t B, cuyas longitudes designamos respectivamente 
por A A s 2 , . . A s n . Obtenemos una línea quebrada AM\M 2 . . . 

. . . M n _iB inscrita en el arco AB. La longitud de esta quebrada 
es igual a 

n 

== 2 
¿=1 

El límite al cual tiende la longitud de la quebrada inscrita, 
cuando la longitud de su eslabón más grande tiende a cero, se llama 
longitud s del arco AB 

n 

s== lím 2 (1) 

máx As* 0 i~ i 

Demostremos, ahora, que si la función / (x) y su derivada /' (x) 
son continuas en el segmento a ^ x b, este límite existe. Al mismo 
tiempo obtenemos el método para calcular la longitud de un arco. 

31 * 


¡tyv&; -'v -Cv.i; 7*' v-T’’ •'■V' ltrr - 
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Introduzcamos la designación: 

Ay¿ = f (x¿) — f (Xi-i). 

Entonces: 

A Si =V(ÁÍ?T(Á^) i = ]/ 1 + ( ~) 2 Ax¡. 


Según el teorema de Lagrange tenemos: 


Ay i f(xi) — fixi-i) 


= f'(h), 


donde .r í _ 1 <7 <7 x t . Por consiguiente, 

As^Vl + fftyfAxi. 

De este modo, la longitud de la línea quebrada inscrita es 

*»■= i; vi+tfdofA*,. 

i = l 

Según la hipótesis /' (a:) es continua, por consiguiente, la función 
J/T + [/' (a:)] 2 también es continua. Por eso, la suma integral escrita 
tiene un límite igual a la integral definida: - 

5= lím 2 Vi + [/' (I,)] 2 Ax¡ = S 1/1+ [f (x)fdx. 

máx Ax¡ -*■ 0 i=i a 

Así, hemos obtenido la fórmula para calcular la longitud de un arco: 


s= \ Vi -f- [f (x)f dx = 


l+ m dx . 

\dx) 


Observación. Partiendo de la última fórmula, se puede obtener 
la derivada de la longitud del arco respecto a la abscisa. Consideran- 
do que el límite superior de integración es variable y designándolo 
por x (sin cambiar la variable de integración), obtenemos la longitud 
del arco s en función de x: 


■<*>= f V+G!) ix - 
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Derivando esta integral respecto al límite superior, obtenemos: 

( 3 ) 


ds 

dx 


-Y' +:(!)’• 


Hemos obtenido ya esta fórmula en el § 1, cap. VI, partiendo de 
otras hipótesis. 

Ejemplo 1. Hallar la longitud de la circunferencia 

x 2 -} -y%=r 2 . 

Solución. Calculemos primero la longitud de la cuarta parte de la circun- 
ferencia situada en el primer cuadrante. La ecuación del arco AB es: 


y = ~[/ 1 2 — x 2 , de donde: -~= r — ' * 

ax -y r 2 — x 2 


Por tanto, 

i-ív 


r 


dx 


-3 l/ra— 


, x r n 

, dx — r arcsen — = r — 

-y r 2-. x 2 r 0 2 


r 2 — x 2 

0 0 
La longitud de toda la circunferencia es s = 2nr. 

Hallemos ahora la longitud de un arco de curva, en el caso en 
que la curva está dada por ecuaciones paramétricas: 

x = q> (t), y = Tp(t) (a < t < p), - (4) 

donde, cp ( t ) y (t) son funciones continuas que tienen derivadas 
continuas, sin que q/ ( t ) se anula en el segmento dado. 

En este caso, las ecuaciones (4) determinan cierta función 
y = f (x) continua, que tiene también derivada continua: 


dy 

dx 


(t) 


<P (t) 


Sea a = <p (a), b — <p (p). Realicemos la sustitución en la integral (2) 
x — q> (í), dx — <f>' ( t ) dt , 


obtenemos: 


o, en definitiva: 


-ívW| 


(t) 


<p (t) J 


<P (t) dt. 


*= J'V[<p'(í)] 2 + H>'(«)] 2 dí. 


( 5 ) 
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Observación 2. Se puede demostrar que la fórmula (5) conserva 
su validez también para las curvas que son cortadas por rectas verti- 
cales en más de un punto (en particular, para las curvas cerradas) 
a condición de que ambas derivadas (p' ( t ) y t]/ (t) sean continuas en 
todos los puntos de la curva. 

Ejemplo 2. Calcular la longitud de la hipocicloide (astroide): 
x — acos 3 í, y = asen s t. 

Solución. Puesto que la curva es simétrica respecto a los dos ejes de 
coordenadas, calculemos, al principio, la longitud del segmento de esta 
curva dispuesta en el primer cuadrante. Hallamos: 

dx du 

— — = — da eos 2 t sen í, — 3a sen 2 1 eos t. 

dt dt 



El parámetro t variará desde 0 hasta . 

Por tanto, 

rt/2 n/2 

-^-s = ^ "\/9a 2 eos 4 t sen 2 í-f9a 2 sen 4 1 eos 2 t dt da ^ "j/cos 2 t sen 2 t dt — 
o o 

n/2 

„ C* jo sen2 1 n ^ 2 3® c 

— ¿a \ sen t eos t dt — da — - — = — — ; s — oa. 

J ¿ o ¿ 

0 

Observación 3. Si tenemos una curva en el espacio, dada por 
ecuaciones paramétricas 

*=-q>(<)» y = ^ (Oé z = % (t), (6) 

donde, a í |3 (véase § 1, cap. IX), la longitud de su arco se 
determina (igual que para un arco plano) como el límite al cual tiende 
la longitud de la línea quebrada inscrita, cuando la longitud de su 
eslabón más grande tienda a cero. Si las funciones tp (t), \|) (t), % (t) 
son continuas y tienen derivadas continuas en el segmento la, p], 
entonces la curva tiene una longitud determinada (es decir, existe 
el límite indicado arriba para esta curva) que se calcula según la 
fórmula: 

S = i Vw (t)f + W (t)T + [X (t)f dt. (7) 

a 

Admitamos el último résultado sin demostración. 

Ejemplo 3. Calcular la longitud del arco de hélice x — a eos t, y = a sen t , 
z — amt, al variar t desde 0 hasta 2it. 

Solución. De las ecuaciones dadas, hallamos: 
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Poniendo estas expresiones en la fórmula (7), obtenemos: 

2 n 2n 

#=» ^ ~]/ a 2 sen 2 t + a 2 eos 2 í -j- o 2 m 2 dt — a ^ “j/ 1 -f m 2 di = 2jio 'y' 1 -j-m 2 . 

0 o 

2. La longitud de un arco de curva en coordenadas polares. 
Sea 

p=/(0) (8) 

la ecuación de una curva dada en coordenadas polares, donde p es 
el radio polar y 0 es el ángulo polar. 



Escribamos las fórmulas para pasar de coordenadas polares 
a cartesianas 

x — p eos 0, y — p sen 0. - 

Al sustituir p por su expresión (8), en función de 0 obtenemos las 
ecuaciones: 

x — f (0) eos 0, y — f (0) sen 0. 

Estas ecuaciones se pueden considerar como las ecuaciones para- 
métricas de la curva y aplicar la fórmula (5) para el cálculo de la 
longitud del arco. 

Hallemos, para esto, las derivadas de x e y respecto al paráme- 
tro 0: 

— 1= f (0) eos 0-/(0) sen 0; f (0) sen 0 + / (0) eos 0. 

av tíu 

Entonces, 

Por consiguiente, 

S=J TV+?<ie. 





•■■■ (' 






I 
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Ejemplo 4. Hallar la longitud de la cardioide 
p = o (1 -f- eos 0) (fig. 236). 

Al variar el ángulo 0 desde 0 hasta jx, obtenemos la mitad de la longitud 
buscada. Aquí p' — — a sen 0. Por tanto, 

n 

s — 2 ^ y a 2 ( 1 -j- eos 0)2 -f a 2 sen 2 0 d0 = 

o 

« n 

— 2a ^ ‘j/2-¡-2cos 0 d0 = 4a ^ eos ~ dQ — Sa sen — i —8a. 
0 0 

Ejemplo 5. Calcular la longitud de la elipse 
x — a eos í ) 
y — b sen t J 

suponiendo que a > b. 


0<í<2ji, 


Solución. Para el cálculo utilicemos la fórmula (5). Calculemos al prin- 
cipio la cuarta parte del arco, es decir, la longitud del arco que corresponde 

JX 

al cambio del parámetro desde t — 0 hasta t — — : 


Jt/2 


^ y a 2 sen 2 t -f- i 2 eos 2 t dt — 
o 

jt/2 


jt/2 JT/2 -« 

: ^ ~j/a 2 ( 1 — eos 2 f)-f-& 2 cos 2 t dt— ^ "j/a 2 — (a 2 — 6 2 ) eos 2 t dt- 


jt/ 2 Jt/2 

a ^ y 1 — — eos 2 t dt — a ^ y 1 — A 2 eos 2 t dt, 


1/ a 2 7,2 

donde, k — — <1. Por lo 


tanto, 


Jt/2 

f = 4 a ^ "j/l — & 2 eos 2 í dt. 


Ahora nos queda solamente calcular la última integral. Pero como se sabe, esta 
integral no se expresa mediante las funciones elementales (véase § 16, cap. X) 
y se puede calcularla únicamente por medio de los métodos aproximados (por 
ejemplo, según la fórmula de Simpson). 

En particular, si el semieje mayor de la elipse es igual a 5, y el 
semieje menor es igual a 4, entonces, k = 3/5; y la longitud de la elipse 
Jl/2 


sera 


‘ — \ / 1 — cos2 * 
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Calculando la última integral según la fórmula de Simpson ^dividiendo 

el segmento £o, en cuatro partes j , obtenemos el valor aproximado 
de la integral: 


nz , 

í /‘-I 


cos2 i ¿t 1,298, 


y, por consiguiente, la longitud del* arco de toda la elipse es aproximadamente 
igual a: 

25,96 unidades de longitud. 


§ 4. CALCULO DEL VOLUMEN DE UN CUERPO 
EN FUNCION DE LAS AREAS DE SECCIONES PARALELAS 

Dado un cuerpo T, supongamos que se conoce el área de toda 
sección arbitraria de este cuerpo por un plano perpendicular al eje 
Ox (fig. 237). Este área depende de la posición del plano secante, 
es decir, es función de x : 

<? = Q (*). 

Supongamos que Q (x) es una función continua de x, y determinemos 
el volumen del cuerpo dado. 

Tracemos los planos x ~ x 0 = a, x = x x , x = x 2 , . . ., x — 
% n b. 

Estos planos dividen el cuerpo en capas. En cada intervalo parcial 
Xi- X x x¡, elijamos un punto arbitrario y para cada valor 


! \m U 


Fig. 237 * 

de i — 1, 2, . . ., n construyamos un cuerpo cilindrico cuya genera- 
triz sea paralela al eje Ox , y la directriz represente el contorno de la 
sección del cuerpo T por el plano x — \ 

El volumen de tal cilindro elemental, con el área de la base igual 
a Q (li) ( Xi-x <: h < x ¿ ), y la altura Ax t es igual a Q (£¿) Ax¡, 
El volumen de todos los cilindros es: 


Vn= 2 Qdl) Xr. 
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El límite de esta suma (si este límite existe), cuando máx Aa:¿ -*■ 
-*• 0, se llama volumen del cuerpo dado: 

v= lím 2 <?(&) A**.' 

max A*í -* 0 ¿=i 

Puesto que v n representa, evidentemente, la suma integral para 
una función continua Q (x) en el segmento a ^ x b, entonces el 


Z ¡ 

QZ-'-fa+Qi-l 

f\ 



1 1 
1 

[/\ 

- j 


9 


Fig. 238 

límite indicado existe y se expresa por la integral definida: 

v = l Q (x) dx. - (í) 

a 

Ejemplo. Calcular el volumen de un elipsoide de tres ejes (fig. 238) 

x2 y2 g2 

a 2 ^ 62 ^ C 2 

Solución. La sección del elipsoide cortado por un plano paralelo al plano 
Oyz que se encuentra a la distancia x de este último da una elipse 


y 2 . _ , ft 2 

¿2 "T c2 ~ 1 a 2 » 


r _ 2 


sus semiejes son: 


o/‘-sr ['/‘-a 

6 1=í . ]A i-S • 


Pero el área de tal elipse es igual a jxZqcj (véase el ejemplo 3 § 2). 
Por eso, 

Q(x) = nbc (l — -J) • 
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De donde el volumen del elipsoide es igual a: 

. v = nbc ^ (l— SsJ) d:E==:rci “ Í*_^) 

~a 

En particular, si a—.b — c, el elipsoide se transforma en una esfera, y en 
este caso, obtenemos: 

f = -^- na 3 . 


§ 5. VOLUMEN DE UN CUERPO DE REVOLUCION 

Estudiemos el cuerpo de revolución engendrado por la rotación 
del trapecio curvilíneo aABb alrededor del eje Ox. El trapecio está 
limitado por la curva y — f (. x ), el eje Ox y las rectas x — a, x = b. 



Fig. 239 


En este caso, toda sección arbitraria del cuerpo, cortado por un 
plano perpendicular al eje de abscisas, es un círculo cuyo área es: 

Q = ny* = n [f (a:)] 2 . 

Aplicando la fórmula general para el cálculo de los volúmenes 
1(1), § 4 ], obtenemos la fórmula para calcular el volumen del cuerpo 
de revolución: 

b b 

v = 3i ^ y 2 dx = 31^ f (x) dx. 


Ejemplo. Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la revolución 
de una catenaria 

X X 

y = 4-( ea + * a ) 


alrededor del eje Ox, en el intervalo desde x = 0 hasta x = b (fig. 239). 
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Solución. 
b 


b x x b 2x 2x 

v — ji ^ ^ ¿ j 2 dx — —¿r— ^ ^e a -j-2-\-e ° j da; = 


2x 


2x 


2b 


2b 


Jia 2 a a lo _ a a "] b Jl a 3 (a a \ , Jia 2 o 

— r i 2 e +¿x ~Y e Jo = “8"r )+~t • 


§ 6. AREA DE UN CUERPO DE REVOLUCION 

Sea una superficie engendrada por la revolución de la curva 
y = / (x) alrededor del eje Ox\ hallemos el área de esta superficie 
en el intervalo a x b. Supongamos que la función / (x) es conti- 
nua y tiene derivada continua en todos los puntos del segmento [a, b]. 



Igual que en el § 3, tracemos las cuerdas AM U MíM 2 , . . . 
. . M n _iB, cuyas longitudes designamos por A s u A s 2 , . . A s n 
(fig. 240). . ‘ ' 

En su rotación cada cuerda de longitud A s ¿ (i = 1,2,... n) 
describe, un cono truncado, cuya superficie A es igual a 

AP, = 2n ^l+Ji A»,. 

2 

Pero, 

A st = VA¿f + A y 2 i= "j/ 1 -f hxi. 

Aplicando el teorema de Lagrange, obtenemos: 


• A#¿ 

A x¡ 


^ donde 
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por consiguiente, 

As i = Vl + f 2 (li) Ax h 
A P, = 2 n y, -‘ + y¡ Vl+/' 2 (S¡) A®,. 

La superficie descrita por la línea quebrada es igual a la suma 

n 

Pn = 2n 2 g, ~‘ 2 + ~ Vl + f 2 (?«) A®,, 

f = 1 

o a la suma 


P n =,n 2 [/ (*í-í) + / (**)] Vi + f 2 (I*) &x it (1) 

i= 1 

que se extiende a todos los eslabones de la línea quebrada. El límite 
de esta suma, cuando el eslabón más grande de la línea quebrada 
A s ¿ tiende a cero se llama área de la superficie de revolución. 

La suma (1) no es una suma integral para la función 

2nf(x)Ví+f(x)\ (2) 

puesto que en el sumando, correspondiente al segmenté" [ x t _ l% x¡], 
figuran unos cuantos puntos de este segmento: x j_ t , x ¿ , l¡. Sin 
embargo, se puede demostrar que el límite de la suma (1) es igual 
al de la suma integral para la función (2), es decir, 


P = lím n 2 [/ (®,_i) + / (*,)]' Vi + f (Id A®¡ = 

máx A x¿ -*■ 0 z=l 

= lím n 2 2/ (li) Vi + /' 2 di) A®¡ 

már A r.* i = 4 


P = 2n 5 / (x) Vi + f {x) dx. (3) 

<£ 

Ejemplo. Determinar la superficie del paraboloide, engendrada por la revo- 
lución alrededor del eje Ox de un arco de la parábola y 2 = 2 px, correspondiente 
a la variación de.x desde x = 0 hasta x — a: 

0* yr+^=iATÍ=/^. 


y = Y2px, y' 




! 
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Solución. Según la fórmula (3) obtenemos: 


P — 2it ^ ~[/ 2px dx = 2n ~\/ p ^ 2x -f- p dx = 


= 2n 1/p f (2ar+p) 3/2 i- 


° 2nJ¿l H2<¡+p)3/2 _ p3/2u 


§ 7. CALCULO DEL TRABAJO i 

CON AYUDA DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

Supongamos que, bajo el efecto de una fuerza F, el punto material 
M se desplaza a lo largo de la recta Os, y la dirección de la fuerza 
coincide con la del movimiento. Es preciso determinar el trabajo 
producido por la fuerza F, para desplazar el punto M de la posición j 
s — a a la posición s = b. j 

1) Si la fuerza F es constante, el trabajo A se expresará como 
él producto de la fuerza F por el camino recorrido: 

A = F (b — a). | 

j 

2) Supongamos que la fuerza F varía continuamente en función 

de la posición del punto material, es decir, representa una función j 
F ( s ), continua en el segmento a b. 

Dividamos el segmento [a, ó] en n partes arbitrarias de longitudes I 

i 

A Si, A s z , . . As n . 


Elijamos, ahora, en cada seginento parcial [sf.j, un punto 
arbitrario y sustituyamos el trabajo de la fuerza F (s) en el camino 
As¿ (i — 1, 2, . . ., n) por el producto 

F(h) & Si . 

Esto significa que dentro de los límites de cada segmento parcial 
admitimos la fuerza F como constante es decir, F — F (£¡). En tal 
caso la expresión F (£¡) As¿, para A s¿ suficientemente pequeño,' dará 
un valor aproximado del trabajo de la fuerza F en el camino A s¡, 
y la suma 

A n = |¡ F(h) &s¡ 

i — 1 


será la expresión aproximada del trabajo de la fuerza F en todo 
el segmento [a, ó]. 

Es evidente que A n representa una suma integral formada para 
la función F = F (s) en el segmento [a, ój. El límite de esta suma, 
para máx (A5¿) -*• 0, existe y expresa el trabajo de la fuerza F (s) 
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en el camino desde el punto s = a hasta el s = b: 

b 

A = l F (s) ds (1) 

a 

Ejemplo 1. La compresión 5 de un muelle helicoidal es proporcional 
a la fuerza aplicada F. Calcular el trabajo de la fuerza F al comprimir el muelle 
5 cm, si es preciso aplicar una fuerza de 1 kg para comprimirlo 1 cm (fig. 241). 



Solución. Según la hipótesis, la fuerza F y el desplazamiento S están liga- 
dos por la dependencia F = kS, donde k es una constante. Expresemos S en me- 
tros, y F en kilogramos. Si S — 0,01 entonces F = 1, es decir, 1 = k -0,01 1 
de donde: k = 100, F — 1005. 

En virtud de la fórmula (1) tenemos: 

0,05 


1005 dS = 100 


52 

2 


0,05 


= 0,125 kgm. ^ 


Ejemplo 2. La fuerza F , de repulsión entre dos cargas eléctricas y e 2 del 
mismo signo, dispuestas a una distancia r, se expresa mediante la fórmula 

e \ e 2 


F = k-Í- 


r 2 


donde A: es una constante. 

Determinar el trabajo de la fuerza F para desplazar la carga e 2 desde el 
punto Af, que se encuentra a la distancia r t de la carga e t , al punto A 2 que se 
halla a la distancia r 2 de e t . Supongamos que la carga e { se encuentra en el punto 
A o, tomado por origen. 

Solución. Según la fórmula (1) tenemos: 


r 2 


ri 

Para r 2 = oo , obtenemos: 

OO 

A-l 


£ ±£dr=-ke x e 2 l- 


ke ' e Áh~\ ;) • 


ke x e 2 
r 2 


dr — 


ke^e 2 


r i 


*1 


Para e 2 = 1 , tenemos A = k 

l 

campo creado por la carga e t . 


La última magnitud se llama potencial del 



, C5Tr- <«f«. 
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§ 8. COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEDAD 

Sea dado en el plano Oxy un sistema de los puntos materiales 

Pi (xu í/i); Pz (^2, yz), • P n (x n , y n ), 

cuyas masas son TOj, m 2 , . . respectivamente. 

Los productos x(trii e yoni se llaman momentos estáticos de la masa 
rtii respecto a los ejes Oy y Ox. 

Designemos pora: c e y c las coordenadas del centro de gravedad del 
sistema dado. Como es sabido por el curso de mecánica, las coorde- 
nadas del centro de gravedad del dicho sistema de puntos mate- 
riales se determinan por las fórmulas: 


Xiirii -f- x 2 m 2 -f* 
JTii -J- m 2 -J- 


-f- x n m n 
+ rn n 


>i XiTYli 


yi m i T~ y 2^2 
^1 + ^2 + 


“L ynWln 

~h m n 


2 yi m i 

i= 1 

n 

2 m í 

i = 1 


Utilicemos estas fórmulas, para buscar los centros de gravedad de 
diversos cuerpos y figuras. 

1. Centro de gravedad de una curva plana. Supongamos que la 
ecuación y ~ f (x), a ^ x b define una curva material AB. 

Sea y la densidad *) lineal de esta curva material. Dividamos 
la curva en n partés de longitudes Asi, A s 2 , . . ., As n . Las masas 
de estas partes serán iguales a los productos de sus longitudes por la 
densidad (constante): A mi — y A Tomemos un punto arbitrario 
de abscisa h en cada parte de la curva A s¿. Representando cada parte 
de la curva A como un punto material P t / (£¿)] de masa y A s¡, 
y, sustituyendo en las fórmulas (1) y (2) x¿ e y¿ respectivamente por 
los valores y / (£¿) así como por el valor y As¿ (la masa de 
la parte A s¿), obtenemos las fórmulas aproximadas para determinar 
el centro de gravedad de la curva: 


2 hy&Sj 

2 y 


2 /(Si) 

2 y& s i 


*) Por densidad lineal se entiende la masa de la unidad de longitud de 
la curva dada. Suponemos que la densidad lineal es igual en todos los puntos 
de la curva. 
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Si la función y = / ( x ) es continua igual que su derivada, las 
sumas del numerador y del denominador de cada fracción, para 
máx A s t -*■ 0, tienen sus límites iguales a los límites de las sumas 
integrales correspondientes. De este modo, las coordenadas del centro 
de gravedad de la curva se expresan por las integrales definidas: 

b b 

§xds j x V \. +/' 2 (x) dx 

x —— — — - (i'\ 

í* i i/i +r 2 (x)ds 

a a 

l f (x) ds U(x)V 1 + f 2 (x) dx 

y c ^— h ==-£-=- . (2') 

J ds ¡Vi +f 2 (x)dx 

a a 

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la semicir- 
cunferencia z a + y 2 = a 2 , dispuesta por arriba del eje Ox. 

Solución. Hallemos la abscisa del centro de gravedad: 

y '=v« 2 -* 2 . ^=-—==,<¡*=^1 +(-g-) 2 . 




dx, x c — - 


"|/a 2 — x 2 


_ — a “|/a 2 — x 2 \ a — a 0 


x o 

a arcsen — — a 

a 


Determinemos, ahora, la ordenada del centro de gravedad: 


l Va *~ 


x 2 — — . — dx 
a 2 — x 2 


2a 2 2a 

Jta n 



2. Centro de gravedad de una figura plana. Supongamos que la 
figura dada, limitada por las curvas y = /i (x), y = f 2 (x), x = a, 
x = b, represente una figura plana material. Consideremos que la 
densidad superficial (es decir, la masa de una unidad de área de la 
superficie) es constante e igual a ó en toda la figura. 

Dividamos la figura dada, mediante las líneas rectas x — a, 
x = x t , . . ., x = x n = b en bandas paralelas cuyas anchuras son 
A:&i , A^2 i • • • > . 

32—601 
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La masa de cada banda será igual al producto de su área por la 
densidad 6. Al cambiar cada banda por un rectángulo (fig. 242) 

de base Ax u y altura / 2 (h) — fi (&), donde & = — , la 

masa de esta banda será, aproximadamente igual a: 


A iyíí = 6 [/ 2 fe) — /j (E f )] A x t {i = 1 , 2, . . n). 

El centro de gravedad de esta banda se encuentra, aproximada- 
mente, en el centro del rectángulo correspondiente: 


( x i)c — {]f de — 


k (iz) + íi di) 


Sustituyendo, ahora, cada banda por un punto material y locali- 
zando la masa de cada banda en su centro de gravedad encontremos 



el valor aproximado de las coordenadas del centro de gravedad 
de toda la figura (en virtud de las fórmulas (1) y (2)): 

x ^ 2MláMszAñú]Al‘ 


Ue 


[k (Ei) + h (Ei)] 5 [k (h) - íi dd ] A*i 


ó [k di) — /i (e £ )3 a Xi 
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Pasando al límite para A x t ->■ 0, obtenemos las coordenadas 
exactas del centro de gravedad de la figura dada: 


Xq 


j x[f 2 (x) —fi(x)]dx 


b 

^[h{x)—f l (x)]dx 

a 


b 

-j j [/a (x) + /i (*)] [Íi (x) — fi (z)] dx 



J [h (x) — fi (x)] dx 


a . 


Estas fórmulas se verifican para toda figura plana homogénea 
(es decir, aquélla que tiene densidad constante en todos los puntos). 



Como vemos, las coordenadas del centro de graveaad no dependen 
de la densidad ó de la figura (ó se ha eliminado en el proceso de cál- 
culo). 


Ejemplo 2. Determinar las coordenadas del centro de pravedad de un seg- 
mento de parábola y 2 — ax , cortada por la recta x = a (fig. 243). 

Solución. En el caso dado: / 2 {x) = ~[/ ax, (x) = — -Va*; entonces: 





axdx 


$y; 


2 ^ v ax dx 
o 


~ 2 ~[/ ax 5 / 2 

0 

\a 

0 

2 V ¿ y X 3/2 

a 

0 



y c = 0 (puesto que el segmento es simétrico respecto al eje Ox). 


32 * 
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§ 9. CALCULO DEL MOMENTO DE INERCIA DE ÚNA LINEA, 

DE UN CIRCULO Y DE UN CILINDRO 
MEDIANTE LA INTEGRAL DEFINIDA, 

Sea dado en el plano XOY un sistema de puntos materiales 

Pi (Xi, yi), P 2 (x 2 , y 2 ), • • Pn (Xn, y n ) 

cuyas masas son m it m Gomo es sabido por el curso de la 
mecánica, el momento de inercia del sistema de puntos materiales 
respecto al punto O se determina del modo siguiente: 

¿p= 2 .(4 + !/*) ™t (!) 


/o= 2 ñm u (10 

i=i 

donde: 

r, = V*f+tf. 

Igual que en § 8 la curva AB está dada por la ecuación y = / (x) 
a^x^.1. 

Supongamos que esta curva AB es una línea material y que su j 
densidad lineal es igual a y. Dividamos otra ve? más l a línea en I 
«partes de longitudes As Í5 As 2 , . . . , A s n donde A5¿ Y kx\ + Ay|. ! 
Las masas de estas partes son iguales a los productos de sus longitu- 
des por la densidad: 

A vtii = y (As f , A sj¡, . . A s n ). 

Tomemos un punto arbitrario de abscisa en cada parte de la 
curva. La ordenada de este punto será = / (£ £ ). 

El momento de inercia de la curva respecto al punto O, en virtud 
de la fórmula (1), aproximadamente será 

/6= S (if + n!) TA Si . (2) 

i-i | 

Si la función y = f (x) y su derivada f r (a;) son continuas, enton- ] 
ces, para A s t 0, la suma (2) tiene límite. Este último, que se ! 
expresa mediante la integral definida, determina el momento de ] 
inercia de la línea material: 

h = y\[x 2 + f (x) 2 ] Vi + f (xf dx. (3) 


o 



o 


Cálculo del momento de inercia de una línea t un círculo y un cilindro 501 


Momento de inercia de una barra homogénea de longitud l respecto 
a su extremo. Hagamos coincidir la barra con el segmento del eje 
Ox (0 (fig. 243'). 

En este caso 

A Si = Ax t . 

A mi = y A x it rf = x 2 . 

La fórmula (3) toma la forma: 


'■oí 


i 

— y^x 2 dx = 


(4) 


Dada la masa M de la barra, entonces y = —¡- , y la fórmula 
(4) toma la forma: 


M 

l 


Ioi = 



( 5 ) 


Momento de inercia de un anillo de radio r respecto al centro. 
Puesto que los puntos del anillo se encuentran a la distancia r del 


O 


AX 



X 

Fig. 243' 


l 

-I >- 


centro a, y la masa del anillo m = 2nry, el momento de inercia del 
anillo será: 

I oa = mr 2 — y2nr-r 2 = y2nr 3 . (6) 

Momento de inercia del círculo homogéneo de radio JK respecto 
al centro. Sea ó la masa de una unidad del área del círculo. Divida- 
mos el círculo en n anillos (fig. 243"). 

Examinemos uno de los anillos. Sea r t - su radio interior y r¿ + 
+ A r¿ el radio exterior. La masa A de este anillo, calculada con 
exactitud hasta infinitesimales de orden superior respecto a Ar¿ será: 

A mi — ó*2jxriAri. 

En virtud de la fórmula (6) el momento de inercia de su masa 
respecto al centro será, aproximadamente, igual a 

(A/ 0 )¿ « Ó2jirj Arj»rf = 62 nr 3 Ar¿. 
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El momento de inercia de todo el círculo, como el sistema de 
anillos, se expresará mediante la fórmula: 

n 

/„» 2 Ar,-. (7) 

f=i 

Pasando al límite, para máx A r¿ -*• 0, obtendremos el momento 



Fig. 243 n 


de inercia del área del círculo respecto a su centro: 



2 


Dada la masa M del círculo, la densidad superficial ó es 




Introduciendo este valor en (8), obtenemos en definitiva: 

I 0 = M — . ( 9 ) 

2 

Es evidente que si tenemos un cilindro recto de radio R y masa 
M, entonces su momento de inercia respecto al eje se expresará por 
la fórmula (9). 
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Cálculo de áreas 


1. Hallar el área de la figura limitada por las curvas y 2 = 9r, y = 3x. 
Respuesta: — . 

2. Hallar el área de la figura limitada por la hipérbola equilátera 
xy — a 2 , eje Ox y rectas x = a, b — 2a. Respuesta: a 2 ln2. . 

3. Hallar el área de la figura comprendida entre la curva y = 4 — x 2 

2 

y el eje Ox. Respuesta: 10 . 

4. Hallar el área de la figura limitada por la hipocicloide x 2 / 3 -} -y 2 ^ 3 = a 2/3 . 
Respuesta : —na 2 . 

O 

5. Hallar el área de la figura limitada por la catenaria y = x 

X — x 

— a 2 

X (e a e a ), ejes Ox y Oy, y la recta x — a. Respuesta: — — (e 2 — 1). 

6. Hallar el área de la figura limitada por la curva y = x 3 , la recta 
y — 8, y el eje Oy. Respuesta : 12. 

7. Hallar el área del campo limitado por una semionda de la senoide 
y el eje de abscisas. Respuesta: 2. 

8. Hallar el área del campo comprendido entre las parábolas y 2 — 2 px, 

4 

x 2 — 2py. Respuesta: p 2 . 

O 

9. Hallar el área total de la figura limitada por las curvas: y = x 3 , y = 2x, 
y — x. Respuesta: — . 

10. Hallar el área del campo limitado por un arco de la cicloide 
x — a{t — seni), y — a( 1 — cosí), y el eje de abscisas. Respuesta: 2>na 2 . 

11. Hallar el área de la figura limitada por la hipocicloide: x — acos 2 t , 

3 

y — a sen 3 t. Respuesta: — na 2 . 

O 

12. Hallar el área total del campo limitado por la lemniscata p 2 = a 2 cos2cp. 
Respuesta: a 2 . 

13. Calcular el área del campo limitado por un lazo de la curva p — asen2(p. 

1 

Respuesta: -3-na 2 . 

O 

-14. Calcular el área total del campo limitado por la cardioide p — a (1— eos <p). 
3 

Respuesta: — na 2 . 

15. Hallar el área del campo limitado por la curva p = aeos(p. Respues- 
na 2 

ta . — — . 

4 

16. Hallar el área del campo limitado por la curva p — a eos 2q>. Respues- 
na 2 

m: - r . 

TÍ 

17. Hallar el área del campo limitado por la curva p = cos3qp. Respuesta: -j - . 
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18. Hallar el área del campo limitado por la curva p = cos4cp. Respues- 
ta 2 

ta: ~2~- 

Cálculo de volúmenes 

tj2 

19. La elipse -^--f — ^-=1 gira alrededor del eje Ox. Hallar el volumen del 

4 

cuerpo de revolución. Respuesta : -g- nab 2 . 

20. El segmento de la recta que une el origen de coordenadas con el punto 
(a, b) gira alrededor del eje Oy. Hallar el volumen del cono obtenido. 

1 

Respuesta : — jia 2 b. 

O 

21. Hallar el volumen de un toro engendrado por la revolución del círculo 
a: 2 -}- (y — b) 2 — a 2 alrededor del eje Ox (suponer que b^-a). Respuesta : 2 Jt 2 a 2 ó. 

22. El área limitada por las líneas y 2 = 2px, y x — a gira alrededor del eje Ox, 
Hallar el volumen del cuerpo de revolución. Respuesta: upa 2 . 

23. La figura limitada por' la hipocicloide x 2 ^ 3 -\-y 2 ^ 3 =:a 2 ^ 3 gira alrededor 

* 32na 3 

del eje Ox Hallar el volumen del cuerpo de revolución. Respuesta : — — . 

105 

24. La figura limitada por un arco de la senoide y = sena;, y el eje Ox 
gira alrededor del eje Ox. Hallar el volumen del cuerpo de revolución. 

jx 2 

Respuesta: — — . 

2o. La figura, limitada por la parábola y 2 — 4a; y la recta x = 4, gira alre- 
dedor del eje Ox. Hallar el volumen del cuerpo de revolución. Respuesta: 32ji. 

26. La figura, limitada por la curva y — xe x y las rectas y = 0, x=l, gira 
alrededor del eje Ox. Hallar el volumen del cuerpo de revolución. Respues- 

<«: x( e2 ~ 1) - 


27. La figura, limitada por un arco de la cicloide x ~ a (£ — sen f), 
y — a (1 — eos t) y el eje Ox , gira alrededor del eje Ox. Hallar el volumen del 
cuerpo de revolución. Respuesta: 5ít 2 a 3 . 

28. La misma figura (del problema 27) gira alrededor del eje Oy. Hallar 
el volumen del cuerpo de revolución. Respuesta: 6jx 3 a 3 . 

29. La misma figura (del problema 27) gira alrededor de una recta que es 
paralela al eje Oy y pasa por el vértice de la cicloide. Hallar el volumen 

TCd 3 

del cuerpo de revolución. Respuesta: — - — (9ji 2 — 16). 

30. La misma figura (del problema 27) gira alrededor de una recta paralela 
al, eje Ox y que pasa por el vértice de la cicloide. Hallar el volumen del cuerpo 
de revolución. Respuesta: 7n 2 a 3 . 

31. Un cilindro de radio R está cortado por un plano que pasa por un 
diámetro de la base bajo el ángulo a respecto al plano de la base. Hallar 

2 

el volumen de la parte separada. Respuesta: R 3 tga. 

32. Hallar el volumen común para dos cilindros: x 2 -\-y 2 =R 2 , y 2 -}- z 2 = i? 2 . 
Respuesta: ^R 3 . 

33. El punto de intersección de las diagonales de un cuadrado se desplaza 
a lo largo del diámetro de un círculo de radio a; el plano del cuadrado permanece 
siempre perpendicular al plano del círculo, mientras que dos vértices opuestos 
del cuadrado se desplazan por una circunferencia (es evidente que durante 
el movimiento la magnitud del cuadrado cambia). 
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Hallar él volumen del cuerpo engendrado por este cuadrado movible. 
8 

Respuesta: -r-s®. 

ó 

34. Calcular el volumen del segmento cortado de un parabaloide elíptico 

= por el plano x = a. Respuesta : na 2 ~|/pg. 

35. Calcular el volumen del cuerpo limitado por los planos z — 0, y = 0, 
superficies cilindricas x 2 — 2py , z* = 2pz, y el plano x — a. Respuesta: 

a l/2a e j p r j mer octante). 

7 Vp 

36. Una recta se mueve paralelamente al plano Oyz cortando dos elipses: 

2 7/2 ^2 

1, = 1» que se disponen en los planos Oxy y Oxz. Calcular 

g 

el volumen del cuerpo obtenido. Respuesta: abe. 


JL 


t 

6 2 


Cálculo de longitudes de arcos ' 

37. Hallar la longitud total de la hipocicloide x 2 ^ 4-y 2 ^ 3 ~a 2/3 . Respues- 
ta: 6a. 

38. Calcular la longitud del arco de una parábola semicúbica ay 2 = x 3 , a par- 
tir del origen de coordenadas hasta el punto de abscisa x — 5a. Respuesta : 
335 

27 a ’ 

X X 

39. Hallar la longitud del arco de una catenaria y = -^-(e°- 4-e a ) del ori- 


X X 

gen de coordenadas hasta el punto (a, y). Respuesta: (e a — e a ) ii =~[/y 2 —a i . 

40. Hallar la longitud de un arco de la cicloide x=^a(t — sen í), y— ay. 
X (1 — cosí). Respuesta 8a. 

41. Hallar la longitud del arco de la curva y = lna; en los límites: de 

— 13 

x = ~\/3 hasta x = ~\/ r 8. Respuesta: 1 ln -y . 


42. Hallar la longitud del arco de la curva y — 1 — lncosz entre los límites 
de z=0 a. x = ~ . Respuesta: lntg-^-. 

43. Hallar la longitud de la espiral de Arquímedes p = aq>, a partir del 
polo hasta el fin del primer rizo. Respuesta: jia^/l -j-4jt 2 -}--^- ln(2n-f- 

+yi+ 4p). 

44. Hallar la longitud de la espiral p = e aíp del polo al punto (p, <p). 

Respuesta: ¿“«P — JL "j/l-j-a 2 . 

(X (X 

cp 3 

45. Hallar la longitud total de la curva p = asen 3 —■ . Respuesta: --na. 

O 4 


¿2 q2 

46. Hallar la longitud de la evoluta de la elipse # = — eos 3 í; y = -^-sen 3 t. 

Respuesta: . 

47. Hallar la longitud de la cardioide p = a (1-j-cos cp). Respuesta: 8 a. 


33—601 


506 


Aplicaciones geométricas y mecánicas de la integral definida 


48. Hallar la longitud del arco de la evolvente del círculo x — a (cosq>-{- 
-|-<psen<p), y — a (sen <p — qpcos<p), desde <p = 0 hasta q> = <Pi. Respuesta : 

r "p'í- 

Cálculo de las áreas de superficies de los cuerpos de revolución 

49. Hallar el área de la superficie, obtenida por la revolución de la parábola 
1 / 2=4 ax alrededor del eje Ox, desde el origen O hasta el punto de abscisa 

x=3 a. Respuesta: na 2 . 

50. Hallar el área de la superficie del cono engendrado por la revolución 
de un segmento de la recta y = 2x limitada por x = 0, x = 2: 

a) alrededor del eje Ox. Respuesta: 8nl/5; 

b) alrededor del eje Oy. Respuesta: 4n ~[/5. 

51. Hallar la superficie del toro obtenido por la revolución del círculo * a + 
-\-(y — &)2 — cfi alrededor del eje Ox. Respuesta: 4 n 2 ab. 

52. Hallar el área de la superficie del cuerpo engendrado por la revolución 
de una cardioide alrededor del eje Ox. Las ecuaciones paramétricas de la 
cardioide son: ¿ = a(2cos(p — eos 2<p), y = a (2 sen <p — sen2«p). Respuesta: 

128 , 
na 2 . 

5 

53. Hallar el área de la superficie del cuerpo obtenido por la revolución 
de un arco de cicloide x — a{t — sen í); t/=*a (1 — eos t) alrededor del eje Ox. 

n 64jia 2 

Respuesta: — ^ — . 

54. El arco de la cicloide (véase el problema 53) gira alrededor del eje Oy. 
Hallar la superficie del cuerpo de revolución. Respuesta: 16n 2 a 2 . 

55. El arco de la cicloide (véase el problema 53) gira alrededor de la tan- 
gente paralela al eje Ox que pasa por el vértice. Hallar la superficie del 

32jxa 2 

cuerpo de revolución. Respuesta ^ — . 

56. La astroide x = a sen 3 t,y = a eos 3 t gira alrededor del eje Ox. Hallar la 

, .12jta 2 

superficie del cuerpo de revolución. Respuesta: — - — . 

57. El arco de la sinusoide y = sen x, desde x = 0 hasta. » = 2n, gira 
alrededor del eje Ox. Hallar la superficie del cuerpo de revolución, Respues- 
ta: 4rt[V2 + ln (1/2 + 1)]. 

|i2 

58. La elipse (a > b) gira alrededor del eje Ox. Hallar la 


superficie del cuerpo de revolución. Respuesta: 2n.b 2 -\-2nab 


aresen e 


donde e = 


y a 2 — b 2 


Diferentes aplicaciones de la integral definida 


59. Hallar el centro de gravedad del área de una cuarta parte de la 

r2 t/2 

1 (x > 0, y > 0). Respuesta: 


4b 

3ji ’ 3ji 

60. Hallar el centro de gravedad de la figura limitada por la parábola 


elipse 6S 


+ — 16 = 0 y el eje Os. Respuesta', (o, -jr) . 



■ • < . : • 
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61. Hallar el centro de gravedad del volumen de la semiesfera. Respues- 

3 

ta : en el eje de simetría, a la distancia — R de la base. 

O 

62. Hallar el centro de gravedad de la superficie de la semiesfera. 

R 

Respuesta : en el eje de simetría a la distancia de la base. 

63. Hallar el centro de gravedad de la superficie del cono recto circular 
que tiene radio de la base R y altura h. Respuesta : en el eje de simetría, a la dis- 
tintas de la base. 

64. Hallar el centro de gravedad de la superficie de la figura limitada por 

las líneas y = senx (0<!x <Jjt), y — 0. Respuesta: . 

65. Hallar el centro de gravedad del área de la figura limitada por las 
parábolas y 2 = 20a:, x 2 = 20y. Respuesta: (9; 9). 

66. Hallar el centro de gravedad del área de un sector circular que tiene 
ángulo central 2a y radio R. Respuesta: en el eje de simetría, a la distancia 


2 „ sena 

T r ~ 5 - 


del vértice del sector. 


67. Hallar la presión que se ejerce sobre un rectángulo sumergido verti- 
calmente en agua, si se conoce que su base es 8 m, altura 12 m. La base superior 
es paralela a la superficie libre del agua y se encuentra a una profundidad de 
5 m. Respuesta : 1056 toneladas. 

68. El borde superior de una esclusa que tiene forma de cuadrado, de lado 
igual a 8 m, se baila en la superficie del agua. Determinar la presión que 
se ejerce sobre cada uno de los triángulos de la esclusa. Los triángulos se obtie- 
nen mediante la división del cuadrado por una de sus diagonales. Respuesta: 
85 333,33 kg, 170 666,67 kg. 

69. Calcular el trabajo necesario para bombear el agua de'lm recipiente 
semiesférico cuyo diámetro es igual a 20 m. Respuesta: 2,5 -10 6 Jtkgm. 

70. Un cuerpo se encuentra en movimiento rectilíneo según la ley x = cí 3 , 
donde, x es la distancia recorrida durante el tiempo t, c = const. La resistencia 
del medio es proporcional al cuadrado de la velocidad, siendo k el coeficiente 
de proporcionalidad. Hallar el trabajo de la resistencia al desplazarse el cuerpo 

del punto x = 0 hasta el x = a. Respuesta: -^-ky^ c^a 7 . 

71. Calcular el trabajo que es preciso gastar para bombear el líquido 
de densidad y, desde un recipiente que tiene forma de cono con vértice dirigido 

hacia abajo. H es la altura del cono, R es el radio de su base. Respuesta: . 

\¿t 

72. Una boya de madera que tiene forma cilindrica flota sobre la superficie 
del agua. Se conoce que la altura H es 50 cm, el área de su base S es igual 
a 4000 cm 2 . ¿Qué trabajo se necesita para sacar la boya del agua? (El peso 

y 2f^2 1 5 , 

específico de la madera es 0,8). Respuesta: - Y — — =32 kgm. 

73. Calcular la fuerza total que ejerce el agua sobre una presa en forma 
del trapecio equilátero cuya base superior es a = 6,4 m y la inferior, b = 4,2 m. 
La altura H es igual a 3m. Respuesta: 22,2 t. 

74. Hallar la componente axial P (kg) de la presión total del vapor que 

se ejerce sobre el fondo esférico de una caldera. El diámetro de la parte cilin- 
drica de la caldera es D mm. La presión del vapor en la caldera es P kg/cm 3 . 
o » nPD 2 

Respuesta: P = -Jqq~- ■ 33 . 
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75. El extremo de un árbol vertical de radio r se apoya sobre un tejuelo 
plano. El peso P del árbol se distribuye uniformemente por toda la superficie 
del apoyo. Calcular el trabajo total de las fuerzas de fricción durante una revo- 

4 

lución del árbol. El coeficiente de fricción es p. Respuesta : -^-rcpPr. 

76. Un árbol vertical termina en una rangua en forma del cono truncado. 
La presión específica de la rangua sobre el tejuelo es constante e igual a P. El 
diámetro superior de la rangua es D, el inferior, d. El ángulo al vértice del 
cono es 2a. El coeficiente de fricción, p. 

Hallar el trabajo de las fuerzas de fricción en una revolución del árbol. 

Respuesta'. - J 1 — ¿3). 

6 sen a 

77. Una varilla prismática de longitud l es estirada con una fuerza que 
aumenta lentamente desde 0 hasta P, de modo tal que a cada instante la fuerza 
se equilibra por las fuerzas de elasticidad de la varilla. Calcúlese el trabajo 
A de la fuerza de tensión, suponiendo que el estiramiento se ^haya realizado en los 
límites de elasticidad. El área de la sección transversal de la varilla es F. El mó- 
dulo de elasticidad del material es igual a E. 

Indicación. Si x es el alargamiento de la varilla, y /, la fuerza aplicada 

FE 

correspondiente, tenemos: /= — — x. El alargamiento bajo el efecto de la 

Pl PM PU 

fuerza P es M = -^- . Respuesta : A = — • 

78. A una barra prismática suspendida verticalmente se le aplica una 
fuerza de tensión^ en su extremo inferior. Calcular el alargamiento de la barra 
bajo la acción de s(i' propio peso y la fuerza P, si se conocen el largo l de la barra 
en reposo, el área de la sección transversal F , el peso de la barra Q y el módulo 

(04-2PH 

de elasticidad E del material. Respuesta', kl — - — — . 

¿bit ^ 

79. Determinar el tiempo durante el cual se verterá el líquido de un reci- 
piente prismático lleno hasta la altura H. El área de la sección transversal del 
recipiente es igual a F , el área del orificio es /. La velocidad del derrame se deter- 
mina según la fórmula v = p]/ 2 gh, donde p es el coeficiente de viscocidad, 
g es la aceleración por la fuerza de gravedad, h es la distancia del orificio 

2 FH F 


-- L Vi 

af y 


ai nivel de líquido. Respuesta'. T- 

80. Determinar el gasto Q del agua (cantidad de agua que se derrama por, 
unidad de tiempo) a través de un vertedero de sección rectangular. La altura 

del vertedero es h, el ancho es b. Respuesta: Q~~^ pbh ~]/2gh. 

81. Determinar el gasto de agua Q, que se derrama por un orificio rectan- 
gular lateral, de altura a y ancho b, si la altura de la superficie libre del agua, 
por arriba del borde inferior del orificio, es H. Respuesta: Q — 

^2¿p_t/2g ^3/2_^_ a) 3/2j 
3 
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